VIi. STATYKA TARCZ

Omawiane w poprzednich rozdziatach konstrukcje 1 elementy stuzace do ich modelowania nie wnosily poza pewnym uporzadkowaniem
nic nowego do metody obliczen statycznych konstrukcji pretowych. Metoda elementdw skonczonych jest tu jedynie sformalizowanym
wariantem metody przemieszczen. Dzieje si¢ tak z powodu prostoty konstrukcji prgtowych. Rézniczkowe réwnania rownowagi elementow
pretowych (4.16) sa na tyle proste, ze daja si¢ bez trudu scatkowa¢. Sciste rozwigzania tych rownan moga byé uzywane jako funkcje ksztattu
elementow. Zupelnie inaczej przedstawia si¢ sytuacja w ustrojach powierzchniowych. Czastkowe réwnania rdzniczkowe, opisujace rownowage
tych konstrukcji maja zamknigte rozwigzania tylko dla bardzo prostych zadan. Rozwigzania uzyskane metodami aproksymacyjnymi (np. przez
rozwinigcie w szereg) sa zmudne i wymagaja sporego naktadu pracy, a efekt koncowy i tak wymaga uzycia komputera w celu rozwigzania
uktadu réwnan i sumowania szeregow. W tej sytuacji metoda numeryczna, ktora zaktada pewne uproszczenia na etapie tworzenia réwnan
rownowagi elementu, okazuje si¢ o wiele bardziej efektywna. Dzigki temu metoda elementéw skonczonych przyniosta tak wiele waznych
rezultatow w mechanice osrodkow ciaggtych. Doskonale widoczne jest to na przyktadzie najprostszej konstrukcji cigglej jaka jest tarcza. Tarcze
zdefiniowa¢ mozna jako bryle, ktorej jeden wymiar (grubos¢) jest duzo mniejszy od dwoch pozostatych, a powierzchnia srodkowa (powierzchnie
réwnolegla do obu zewngtrznych powierzchni tarczy) jest plaszczyzna. Taki ksztalt ma tez ptyta, tarcz¢ wyrdznia sposob obcigzenia, ktdre musi

dziata¢ w ptaszczyznie srodkowej (Rys.6.1).
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6.1. PLASKI STAN NAPREZENIA I PLASKI STAN ODKSZTALCENIA

Gdy ptaszczyzny boczne tarczy sa swobodne a tarcza dostatecznie cienka mozna zatozy¢, ze o, =0,1,, =0,7,, =0 na calej grubosci

tarczy. O takiej konstrukcji mowimy, ze panuje w niej ptaski stan naprezenia (P.S.N.). Jest to przyblizenie (por. [11], [17]) tym lepsze im ciensza

jest tarcza. W tarczy cienkiej rozne od zera moga by¢ wiec tylko sktadowe pokazane na Rys.6.2.
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Ze wzgledu na symetri¢ tensora naprezenia sktadowe styczne t,, i t, sa sobie rowne, mamy wiec trzy niezalezne skiadowe

yx

naprezenia, ktore zgrupujemy w wektor napre¢zenia:

c=|o,|. (6.1)

Zupelnie przeciwny przypadek konstrukcji o duzej grubosci (Rys.6.1) moze by¢ réwniez analizowany metoda plaskiego stanu, tym
razem jest to ptaski stan odksztatcenia (P.S.0.). Poniewaz wymiar poprzeczny konstrukcji pokazanej na Rys.6.1 uniemozliwia deformacje w
kierunku prostopadtym do jej przekroju poprzecznego, to cienka warstwa wycigta z tej konstrukcji znajduje si¢ w stanie opisanym przez
réwnania:

€ =0’YZX :09YZy =0. (62)



Z réwnan tych wynika, ze o, # 0, ale pierwsze rownanie pozwala obliczy¢ sktadowe o, na podstawie dwoch pozostatych sktadowych

normalnych. Mamy wi¢c rownanie:

(6.3)

G, = V(Gx +c5y),

ktore pozwala ograniczy¢ ilo$¢ poszukiwanych sktadowych tensora naprezenia do trzech sktadowych podanych w roéwnaniu (6.1).

Niezalezne sktadowe tensora odksztatcenia rowniez zgrupujemy w macierz kolumnows, ktorg nazwiemy wektorem odksztatcen:

e=|¢g, |- (6.4)
ny

Migdzy wektorami o i € istnieje zwigzek opisywany rownaniami konstytutywnymi, ktorych posta¢ zalezy od modelu materiatu, ktorym
opisujemy konstrukcje. W tej ksigzce zajmiemy si¢ tylko izotropowymi materialami sprezystymi, a wigc podlegajacymi prawu Hooke’a, wigc
rownanie konstytutywne mozemy zapisa¢ nastgpujaco:
c=Deg, (6.5)
gdzie D jest kwadratowg macierzg zawierajaca state sprezyste materiatu a opisang w rozdz.I.

Dla ptaskiego stanu naprezenia (P.S.N.) macierz D ma posta¢ (1.13). Plaski stan odksztatcenia (P.S.0.) wymaga nieco innej macierzy

statych sprezystych, ktora jest opisana rownaniem (1.17).

6.2. ZWIAZKI GEOMETRYCZNE

Dowolny punkt tarczy w czasie deformacji moze poruszac si¢ tylko po ptaszczyznie, wigc wektor przemieszczenia tego punktu u(X,y)

ma dwie sktadowe



u(x,y) = [u (x’y)}- (6.6)

u,(x,)
Migdzy sktadowymi wektora przemieszczenia w wektorem odksztatcenia zachodzg znane zwigzki geometryczne [17]:
ou, ou, ou, Ou, (6.7)
Ex = A 8 T Ty = T
ox v 0oy Yo o0y Ox
ktére mozna przedstawi¢ w formie:
(6.8)

e u(x,y),

gdzie & jest macierza operatorow rozniczkowych(1.35).

6.3. MACIERZ SZTYWNOSCI ELEMENTU SPREZYSTEGO
Podzielmy (zdyskretyzujmy) tarcze na elementy skonczone. Omawia¢ bedziemy w tej ksigzce tylko tarczowe elementy trojkatne, takie

tez elementy wybierzemy w trakcie dyskretyzacji (Rys.6.3).

= Z



Rys.6.3

Jak wida¢, zgodnie z zatozeniem (6.6) wezty elementu majg dwa stopnie swobody, sity weztowe rowniez majg po dwie sktadowe.
Lokalny uktad wspotrzednych Xy jest wybrany tak, ze osie jego sg rownoleglte do osi ukladu globalnego, nieistotne jest wigc rozroznianie

sktadowych lokalnych i globalnych wektoréw i macierzy.
Przemieszczenia i sity wezlowe pogrupujemy teraz w wektory:

- przemieszczen weztéw 1 elementu

u.
1
Uiy ujx Uy e ujx (69)
ui:u ’uf:u 'u":u ,uzujzu
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- sil weztowych i sit elementu
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Poniewaz poszukujemy zaleznos$ci migdzy wektorami sit 1 przemieszczen weztowych elementu, zastosujemy zasade pracy wirtualnej

(6.10)
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(por. rozdz.l), ktéra wymaga podania zwigzku miedzy przemieszczeniami punktéw lezacych wewnatrz elementu a przemieszczeniami weztow.

Godzac si¢ na btedy wynikajace z aproksymacji zakladamy, ze zaleznos$¢ ta moze by¢ opisana funkcjami dwoch zmiennych:



ux(x’y) = Ni (xay)uix +Nj(x’y)ujx +Nk(x’y)ukx oraz

u,(x,y) = N;(x, ))uy, + N (x, v)u, + N (X, )y, (6.11)
lub w zwartej macierzowej formie:

u(x,y) =N(x,»)u’, (6.12)
gdzie N°(x,y) jest macierza funkcji ksztattu elementu:

NG =[Ny T N6 T N o) 1], (6.13)
a Ni(x,y), Nj(x,y), Nk(x,y) funkcjami ksztattu dla weztow i, j, k.

Zalozymy teraz najprostsza z mozliwych postaci funkcji ksztaltu dla wezta i

N, (x,y)=a; +bx+c,;y, (6.14)
gdzie aj, bj, Cj - sa staltymi, ktore wyznaczymy z warunkow zgodnosci

Ni(x;,y;)=1, Ni(x;,y;)=0, N;(x;,»,)=0. (6.15)

Po podstawieniu tych warunkéw do réwnania (6.14) otrzymamy uktad réwnan

L x vy |la 1
Lox; oy, || b |=| 0], (6.16)
L xe yie]la 0

ktéry po rozwiazaniu daje warto$ci wspotczynnikoéw funkcji ksztattu.

Rownanie (6.16) mozna zapisa¢ takze w ogdlnej postaci:
5

M ai = 8, gdzie &i=|9;, |, (6.17)
0,3



ktora po modyfikacji polegajacej na zmianie indeksu i na j lub k, pozwala wyznaczy¢ wspotczynniki funkcji ksztattu nastepnych weztow. W
réwnaniu tym 9jj - oznacza delt¢ Kroneckera.

Rozwigzemy uktad rownan (6.16) metoda Cramera
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Podobnie zamieniajac indeksy i na j znajdziemy §j=|1 |,
0
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Na koniec, dla punktu k mamy:
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(6.20)
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w, =1 x; 0=x;-x,

I x, 1
W, W, W,
ak:Wvbk:W1 ¢ = W

Jak si¢ okaze stale a;, aj, ax nie sg istotne dla dalszych przeksztalcen (gdyz zwigzane s3 z ruchem sztywnym tarczy) i moga by¢

pomini¢te w czasie rozwigzania uktadu rownan (6.17).
Po wyznaczeniu funkcji ksztattu elementu powroé¢my do jego deformacji. Podstawimy réwnanie (6.12) do (6.8):

YN (x,y)u’ =B°(x,y)u’, (6.21)

otrzymujac zalezno$¢ migdzy przemieszczeniami weztow elementu a jego odksztalceniami. Macierz B wystepujaca w rownaniu (6.21) nosi

nazwe¢ macierzy geometrycznej i moze by¢ wyrazona nastepujaco:

B(x.) =[B,(x.0) B;(x.y) By(x.))],

b, 0
gdzie B, = N,(x,y)=| 0 ¢, (6.22)
Cn bn

jest macierzg geometryczng dowolnego wezta n.
Mamy juz wszystkie sktadniki, niezbedne do napisania rownania rownowagi elementu. Wykorzystamy zasade pracy wirtualnej, ktéra
mowi, ze praca wykonana przez sity zewnetrzne (tu sity weztowe) musi by¢ réwna pracy sit wewngtrznych tarczy (tu naprezen):
T
(ue) fe :IeTch. (6.23)
4

Przeksztalcimy to rownanie podstawiajgc najpierw za o zwigzek konstytutywny (6.5) a nastepnie za &€ zwigzki geometryczne (6.21):



(ue)Tfe _ J.(Beue)TDBeuedV Z(He)TI(Be)TDBeque_ (6.24)

Vv

W réownaniu tym przed catka i za catka wylaczone zostaly wektory przemieszczen weztowych elementu jako niezalezne od zmiennych X

I y. Rownanie (6.24) moze by¢ spetnione niezaleznie od przemieszczen elementu tylko wtedy, gdy:

fe= J(Be)TDBeque 1 (625)
Vv

co po poréwnaniu ze znang juz zaleznoscig (wystepowala we wszystkich poprzednich rozdziatach tej ksigzki):
f'=K°u®
daje nam réwnanie wyznaczajace wspotczynniki macierzy sztywnosci elementu:

K= [(B°) DBaV . (6.26)

Vv

Konstruowanie macierzy sztywnos$ci elementu mozna znacznie uprosci¢ zauwazajac, ze dzieli si¢ ona na bloki:

K, sz K
K=K, K, K;| (6.27)
K Kkj K i

gdzie dowolny z nich np: Kj; mozna obliczy¢ z rOwnania:

K,=[(B,) DB v, (6.28)
V

a pozostale z analogicznych rownan powstatych po odpowiednich zmianach indeksow.

Wstawiajac do (6.28) macierze geometryczne B; oraz Bj dane rownaniem (6.22) oraz macierz D dang rownaniem (1.13) otrzymamy:



y

K, =(B,) DB,[dV =(B,) DB, 4b=
V

1-v 1-v
bic;v+bc

EAb | bibj +cic;

=1_Vz b-c-v+b-c-1_v c-c-+bvb-1_—V
jvi ivj ivj )

: (6.29)

gdzie A - powierzchnia tarczy, b - grubos¢ tarczy.
Jest to blok macierzy sztywnosci dla ptaskiego stanu naprezenia.

Zauwazmy, ze macierze Bj, Bj, D nie zawierajg sktadowych zaleznych od zmiennych X, y, Z mozna wigc bylo wylaczy¢ je przed znak

calki.
Blok macierzy sztywnosci dla ptaskiego stanu odksztalcenia otrzymamy przyjmujac macierz statych sprezystych wg rownania (1.17):
(1— V)b 1-2v b b 1-2v
—v)bb. +c.c. c.V+b.c
K - b AR AR _ (6.30)
I (1+v)(1-2v) 1-2v 1-2v

bie;v+bc, (l—v)cicj +bb;

2
Poniewaz uktad wspolrzgdnych lokalnych zostal przyjety tak, Zze jego osie byly réwnolegle do osi uktadu globalnego, wigc nie ma

potrzeby transformowac otrzymanej macierzy sztywnosci.

6.4. ODKSZTALCENIA I NAPREZENIA W ELEMENCIE

Obliczymy jeszcze odksztalcenia elementu. Dane sg one roéwnanie (6.21) a biorac pod uwage wynik (6.22) mamy:

&y = Zb”u”x' 8)’ = anuny ’ ny = Z (cnunx +bnuny)' (631)

n=i,j,k n=i,j,k n=i,j,k



Jak wida¢ skladowe wektora odksztalcenia sg state wewnatrz elementu, co jest konsekwencja przyjecia liniowych funkcji ksztattu.
Element ten nosi nazwe¢ CST od angielskiego okreslenia constant strain triangle - trojkat statego odksztatcenia. Tworcg jego byt Tocher.
Naprezenia w elemencie wyznaczamy z rownania konstytutywnego (6.5) i rownania (1.13) lub (1.17) w zaleznosci od rodzaju ptaskiego

stanu, ktory modelujemy. Oczywiste jest, ze tak jak odksztatcenia, rGwniez naprezenia bedg statle wewnatrz elementu CST.

6.5. WEKTOR SIL. WEZLOWYCH OD OBCIAZENIA CIAGLEGO

Obciazenia tarcz mozna traktowac jak obcigzenia kratownic ptaskich, tzn. przylozy¢ sity w weztach konstrukcji. Jezeli jednak dane jest

obcigzenie ciaggle dziatajace na krawedzi elementu, trzeba sprowadzi¢ je do sit skupionych, dziatajacych na wezty elementu Rys.6.4.

%) _Fuy k)

Rys.6.4

Podobnie jak w poprzednich rozdzialach zastosujemy zasadg prac wirtualnych, ktora dla tego przypadku daje réwnanie rownowagi:
1

(we) £+, [ule) q(g)ae =0, (6.32)

0



gdzie u(é) jest przemieszczeniem obcigzonej krawedzi a q(i) = {qxgzﬂ - wektorem obciazenia na krawedzi, Lij dtugoscia krawedzi i-j, & - jest
1y

bezwymiarowa wspotrzedng przyjmujacg wartos¢ 0 w punkcie i oraz 1 w punkcie j. Poniewaz przyj¢lismy liniowe funkcje ksztaltu dla elementu,

to wektor u(i) zapiszemy nastepujaco:

u(g) =Nu’, (6.33)
gdzie N° jest macierza funkcji ksztaltu dla przemieszczenia brzegowego.

gdzie Ny (&)=1-&, NJ(§)=¢,

lub w postaci rozwinigtej

I-& 0 & 0 0 O
- . (6.35)
v 0 1-¢ 0 & 00
Po wstawieniu zaleznos$ci (6.33) do rownania (6.32) otrzymamy:
1
T
re=-1,[(N;) ale)e, (6.36)

0

Po uwzglednieniu liniowych funkcji ksztaltu opisanych réwnaniem (6.35) otrzymamy:



1

fe :‘Li/J.

2
) P (6.37)
o &4, ) -

()

Obliczmy dla przyktadu wektor sit wgztowych spowodowanych obciazeniem liniowo roztozonym na krawedzi i-j o wartosci Qix, Qiy - W

wezle i oraz qgjy, gy - w wezle .

Obcigzenie takie zapiszemy przy uzyciu bezwymiarowej wspotrzednej € :

lanl(1-8)+q,8
q(g) = Ln-y(l— ) WA, (6.38)

a po wstawieniu do roéwnania (6.37) otrzymamy:

1 1

g, [(1-€) de+q,, [ (1-e)ede
0 0
1 1

q, [ (1-8) de+q,, [ (1-€)ede
0 0
1

1
f=-L| q,[(1-gjede+q, [ede
0

0

(6.39)
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0




co po scatkowaniu daje:

2q;, + q jx |
24, +4,,
£ _i G +29 5 . (6.40)
9y * 2qjy
0
0

qu

Dla szczegdlnego przypadku, gdy obcigzenie jest stale i rowne: q(§) = L

}, z rownania (6.40) otrzymamy:
oy

o |
oy
Ly | G (6.41)
2 |Gy |
0
0

Nalezy pamigtaé, ze obliczone sity sg sitami dziatajacymi na element, potrzebne sity weztowe otrzymamy zmieniajac zwroty wektorow

pe =17, (6.42)

gdzie p°jest wektorem sit weztowych dla weztéw stykajacych sie z elementem e.



6.6. WEKTOR SIL. WEZLOWYCH SPOWODOWANYCH OBCIAZENIEM TERMICZNYM

Podobnie jak w punkcie poprzednim zastosujemy zasade prac wirtualnych do obliczenia zastepczych sit weztowych od obcigzenia
termicznego. Z uwagi na specyfike elementu CST ograniczymy si¢ tylko do statego pola temperatury wewnatrz elementu.

Odpowiednie rownanie pracy wirtualnej ma postac:
T
(ue) £ :ngcth:J.?,TDsth, (6.43)
v 4
gdzie o - jest polem naprezen w elemencie wywotanym przez temperaturg a g - odksztatceniem elementu wywotanym zmiang temperatury.

Zaktadajac izotropi¢ tarczy otrzymamy:

1
=, Al 1], (6.44)
0

Po wstawieniu do rownania (6.43) zwigzkow geometrycznych (6.21) otrzymamy

1 !
£ = o,Acf(BY) D[ 1|V = a,At4b(B) D] 1]. (6.45)
v 0 0

Dla ptaskiego stanu naprezenia rownanie to upraszcza si¢ do nastgpujacej zaleznosci:



5]
¢
per a,AtEAb|b; (6.46)
PN 1=y e |
J
by
L€k |

gdzie b; ... ¢k sa wspotczynnikami funkcji ksztattu elementu CST.

Ptaski stan odksztatcenia daje nieco inny wektor sit weztowych:

o ___ o MEAD by (6.47)
PSO (1+v)(1-2v) | c;

Z podobnych powodow jakie opisywaliSmy w poprzednich rozdzialach przed przylozeniem sit do weztow nalezy zmieni¢ znaki

skladowych:
pe = £ (6.48)
Naprezenia w elemencie poddanym dziataniu temperatury obliczamy z uwzglednieniem poprawki spowodowanej termicznym rozszerzeniem
elementu:
1
oi=D(e—&)=D|Bu® —o At 1]. (6.49)

0



WARUNKI BRZEGOWE TARCZY

Warunki brzegowe konstrukcji tarczowej mozna traktowa¢ analogicznie jak kratownicy ptaskiej, gdyz wezty obu ukladow maja dwa

" ® A ;\ ol

stopnie swobody na ptaszczyznie XY.

— fl
Rys.6.5

Mamy wiec wezly nieprzesuwne jak wezet r1 (Rys.6.5), przesuwne wzdhuz osi X (wezet ), przesuwna wzdhuz osi Y (wezet ry) lub

,ukosne” (wezet r3). Warunki brzegowe dla tych podpor sa nastepujace:

- wezel rq: urlX=0, u,ly=0,
- wezel r: u,y=0,
- wezel ry: u, x=0,

- dla wezla r3, gdzie wiezy nie sg zgodne z osiami globalnego uktadu wspoéirzednych polecamy stosowanie elementéw brzegowych opisanych

w rozdz.ll.s



