ROZDZIAL | .WPROWADZENIE DO METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH

W rozdziale tym oméwimy podstawowe koncepcje i algorytm metody elementow skonczonych. Podamy tez niezbgdne informacje dotyczace
mechaniki ciala statego. Jak juz pisalismy we wstegpie zakladamy, ze czytelnik zna podstawowe zagadnienia wytrzymato$ci materiatow 1 teorii
sprezystosci, podane tu informacje bedg jedynie przypomnieniem i wprowadzeniem do stosowanego przez nas zapisu macierzowego. Czytelnikom,
ktorzy chca poglebi¢ wiadomosci z tej dziedziny polecamy przestudiowanie odpowiednich pozycji literatury podanych na koncu ksigzki, w

szczegblnosci polecamy ksigzki S.Timoshenki i D.N.Goodiera [17], Y.C.Funga [3] oraz P.Jastrzebskiego i in. [§].

1. GENEZA | POSTAWOWA KONCEPCJA METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH

Poczatkow metody elementow skonczonych doszukiwaé si¢ mozna w latach 20 1 30 XX wieku, kiedy w USA G.B.Maney 1 H.Cross oraz
A.Ostenfeld w Holandii, korzystajac z prac J. C. Maxwella, A. Castiliano i O. Mohra, zaproponowali metod¢ rozwigzywania zagadnien mechaniki
konstrukcji znang dzisiaj jako metoda przemieszczen.

Uogolnienia tej metody na zagadnienia mechaniki kontinuum dokonali w potowie XX wieku J.Argyris, P.C.Pattan, S.Kelsey, M.Turner,
R.Clough 1 inni. W latach 60 1 70 metoda elementéw skonczonych przeszta szereg modyfikacji m.in. dzigki pracom O.C.Zienkiewicza, Y.K.Cheunga,
R.L.Taylora, ktére uczynily z niej wspotczesne narzgdzie stuzace do rozwigzywania zagadnien mechaniki ciata stalego, przeptywow ciepla, mechaniki
ptynow, pol elektromagnetycznych, itp.

Podstawowa koncepcja metody elementow skonczonych (MES) jest poszukiwanie rozwigzania ztozonego problemu (opisanego zwykle
réwnaniem rézniczkowym) przez zastgpienie go prostszym, zblizonym. Prowadzi to najczgsciej do znalezienia rozwigzania przyblizonego, ktorego
doktadno$¢ zalezy od przyjetych metod aproksymacji. W zagadnieniach mechaniki rozwigzanie polega najczesciej na znalezieniu przemieszczen,
odksztalcen i naprezen kontinuum. Zagadnienia te wystepuja w statyce i dynamice konstrukcji pretowych, powierzchniowych (tarcze, ptyty, powtoki) 1
brylowych. Réwnowaga ciata okreslona jest zwykle rownaniem (lub uktadem réwnan) rézniczkowym, ktore musi by¢ spetnione wewnatrz obszaru
ciala, oraz warunkami brzegowymi, ktére spetnione by¢ powinny na jego powierzchni. Znalezienie $cistych rozwigzan takich zagadnien jest
najczesciej bardzo trudne lub wrecz niemozliwe. Metoda elementéw skonczonych proponuje nastgpujacy sposob poszukiwania rozwigzania

przyblizonego [19]:



+ Obszar ciata zostaje podzielony na mate fragmenty zwane elementami skonczonymi.

+ Nieskonczona liczba punktow kontaktu na brzegu elementoéw zostaje zredukowana do kontaktu tylko w wybranych punktach (weztach) elementow.
Przemieszczenia wegztow stanowig poszukiwane niewiadome zadania.

+ Przemieszczenia punktéw lezgcych wewnatrz elementu zostaja uzaleznione od przemieszczen wezidw. Dokonuje si¢ to przez dobranie
odpowiednich funkcji aproksymujacych zwanych funkcjami ksztattu. Aproksymacja przemieszczen pozwala obliczy¢ odksztatcenia, napr¢zenia
wewnatrz elementu oraz sity na jego brzegach.

+ Wyznaczamy sily brzegowe elementow w punktach kontaktu - sg to sity weztowe, ktore uzale znione sg od przemieszczen weztow. Zwigzek
migdzy sitami i przemieszczeniami weztowymi okresla tzw. macierz sztywnosci elementu.

+ Uklad rownan réwnowagi zostaje zapisany dla wszystkich weztow co sprowadza zagadnienie do rozwigzania uktadu rownan algebraicznych, czgsto
liniowych. Rozwigzanie takiego uktadu rownan wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi pozwala obliczy¢ odksztatcenia i napr¢zenia
wewnatrz elementow.

Aproksymacja wymaga rozwigzania szeregu problemow, z ktorych najwazniejszymi wydaja si¢ by¢ dobor funkcji ksztattu oraz sposob
dyskretyzacji obszaru. Dobor modelu konstrukcji (sprgzysta, plastyczna, pretowa, plytowa itp.) oraz sposob dyskretyzacji wymaga sporego

doswiadczenia. W nastepnych rozdziatach ksigzki przekazemy informacje utatwiajgce pracg¢ mniej doswiadczonym uzytkownikom systemow MES.

2. PODSTAWOWE ZALOZENIA | TWIERDZENIA MECHANIKI CIALA STALEGO

Podamy teraz kilka podstawowych zatozen i twierdzen mechaniki, z ktorych bedziemy korzysta¢ w dalszych rozdziatach tej ksigzki.

2.1. Zalozenia dotyczace liniowego modelu konstrukeji

Zajmowa¢ bedziemy si¢ w tym i w dalszych rozdziatach liniowymi problemami mechaniki. Znaczy to, ze zarowno geometrycznie jak
fizycznie proces deformacji konstrukcji da si¢ opisa¢ liniowymi réwnaniami rézniczkowymi. Pociaga to za soba nastepujace konsekwencje:
+ Przemieszczenia punktéw konstrukcji powstate w czasie deformacji sg mate. Przemieszczenia liniowe sg duzo mniejsze od charakterystycznego
wymiaru konstrukcji (np. ugigcie belki jest kilkaset razy mniejsze od jej dtugosci) a katy obrotu duzo mniejsze od jednosci (np. kat obrotu wezta
mniejszy od 0.01 rad).

+ Odksztatcenia sa rowniez mate co pozwala wyrazi¢ zwigzek mi¢dzy odksztatceniami 1 przemieszczeniami przy pomocy roéwnan liniowych.



+ Materiat jest liniowo-sprezysty tzn. wspotczynniki rownan konstytutywnych, opisujacych zwigzki naprgzenie-odksztalcenie, sg state.

Moze wydawac si¢, ze tak wielkie ograniczenia natozone zaréwno na geometri¢ konstrukcji jak i na charakterystyke materialu mocno
ograniczg zakres stosowania modelu. W istocie warunki te spetnia bardzo wiele konstrukcji tworzonych przez inzynierdw, wigc obszar stosowalno$ci
modelu liniowego jest bardzo duzy. Nalezy zdawa¢ sobie jednak sprawe z tych barier, gdy przystepujemy do opisu rzeczywistego problemu

réwnaniami mechaniki.

2.2. Naprezenia i odksztalcenia
Sktadowe tensora napre¢zenia oznacza¢ bedziemy tradycyjnie (jak w wigkszosci ksigzek poswigconych metodzie elementéw skonczonych)

tzn. skfadowe normalne oznaczone beda literami oy, oy, o; a skladowe styczne 7y, 7., 7, . Ze wzgledu na symetri¢ tensora naprezenia [17],[3]

uzywac bedziemy tylko tych szesciu sktadowych. Zebrane w macierz kolumnowa tworzg one wektor naprezen:

o= | (1.1)

ou, ou, ou,
Sx ~ A 8)’ T Ta 82 = s
ox oy oz (1.2)
ou, Ou, Ou, Ou, ou, ou,

=—4+—, = +—, =—+—,
T oy  Ox T =g T o LECRRP oy
gdzie: €,,e,,¢,,s3 skladowymi normalnymi odksztatcenia (wydluzeniami jednostkowymi) a vy,,.v,.,V,. skladowymi stycznymi (katami

odksztalcenia postaciowego), Uy, Uy, U; sa skladowymi wektora przemieszczenia w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych.

Sktadowe odksztalcenia rowniez zapiszemy w postaci macierzy kolumnowej-wektora odksztalcenia:
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€= . 1.3
- (1.3)

Y xz
_sz_

Przyjecie w definicji wektora odksztalcenia skladowych vij (katow odksztalcenia postaciowego) zamiast zwyklych tensorowych definicji

utatwia obliczenia pracy sit wewnetrznych:

w= IGTsd]/' = IsTcd‘,W , (1.4)
5

7

gdzie 7’0znacza obj¢tos¢ ciata.

2.3. Rownania konstytutywne

Zwiazek miedzy sktadowymi tensora napr¢zenia a sktadowymi tensora odksztatcenia (lub jak w naszych oznaczeniach migdzy wektorami o i

€), jak juz wspominaliSmy przy zalozeniach poczynionych na wstepie, wyraza si¢ liniowym réwnaniem:

c=Deg, (1.5)
e=D"o, (1.6)
gdzie D jest kwadratowa macierzg o wymiarach 6x6
A +2u A A 0 0 O]
A A+2u A 0 0 O
A A A+2u 0 0 O
D=1y 0 0 pn 0 O0f (L.7)
0 0 0 0 p O
0 0 0 0 0 pf

zawierajacg dwie state materialowe A i x zwane statymi Lame’go.
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Poniewaz znacznie czgéciej uzywa si¢ innych statych materiatlowych, a mianowicie: modutu Younga - E oraz wspotczynnika Poissona - v, podamy

zaleznos$ci migdzy nimi a statymi Lame’go:

M- Moy

Stata Lame’go 1 oznaczana jest tez literg G 1 nosi nazwe modutu Kirchoffa.

Macierz odwrotna statych materiatowych D ma niezwykle prosta budowe, ktorg najlepiej pokaza¢ przy uzyciu statych E, v:

1 —-v —-v 0 0 0
-v 1 =v 0 0 0
D—lzi -v —v 1 0 0 0 (19)
E| O 0 0 2(1+v) 0 0
0 0 0 0 2(1+v) 0
| 0 0 0 0 0 2(1+v) |

Warto zauwazy¢, ze macierz D jest symetryczna tzn. zachodzi zaleznoéé D=D", ktéra bedziemy czesto wykorzystywa¢ w przeksztatceniach.

2.4. Plaski stan napre¢zenia
W zagadnieniach dotyczacych cienkich tarcz wygodnym uproszczeniem jest zatozenie:
c,=0,7,=0,7, =0, (1.10)
ktore prowadzi to do tzw. ptaskiego stanu naprezenia (P.S.N.). Wstawiajgc rownania (1.10) do (1.5) po uwzglednieniu (1.7) otrzymamy:

v

€, = —(8x+8y), Y. =0, Yo =0.

_ (1.11)
1-v

Wektory napre¢zen 1 odksztatcen oraz macierze statych sprezystych w plaskim stanie napr¢zenia redukujg sie zatem o potowe:

Gx 8)(
c=|0,|, &=|¢g, |, (1.12)
Xy ny
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2.5.

£ 1 v 0
D= v 1 0 (1.13)
1-v 0 o 1—v
2
-V 0
o1
D = -v 1 0
E (1.14)

0 0 2(1+v)

Plaski stan odksztalcenia

W zagadnieniach dotyczacych deformacji masywnych budowli czesto wystepuje stan odksztalcenia opisany rownaniami:

e.=0y,=0y,=0, (1.15)
ktore po podstawieniu do (1.6) przy uwzglednieniu (1.9) dajg nastgpujace relacje:

zX zy

GZ=V(Gx+Gy), 1,=0, 1,=0 (1.16)

Stan taki nazywamy ptaskim stanem odksztatcenia (P.S.O.).

Zwigzek miedzy zredukowanymi wektorami naprgzen i odksztalcen (1.12) prowadzi po uwzglednieniu (1.15) i (1.16) do nastepujgcych

macierzy statych sprezystych:

(1.17)
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v, ]
5 I-v
pio VY | (1.18)
E |1-v
i 1-v]
2.6. Rownania rownowagi

Warunkiem koniecznym, aby cialo pozostato nieruchome, jest speklnienie przez sily zewnetrzne, dzialajagce na to ciato sze$ciu réwnan

rownowagi:
Sk -0, M, -0, (119
i=1 i=1

ktore zapisa¢ tez mozna skalarnie:
ZPXiZO; ZPYiZO; ZPZiZO;
i=1 i=1 i=1

iMXi =0; Zn:MYi =0; Zn:MZi =0,
i1 i-1 in1

gdzie: Pxi, Pyi, Pzi sa sktadowymi i-tej sity Pj @ Myi, Myi, Mzi momentami tej sity wzgledem osi uktadu wspotrzednych, n jest iloscig przytozonych sit.

(1.20)

Gdy uktad sit lezy w ptaszczyznie (np. XY) to rownania rownowagi (1.20) redukuja sie do trzech nastepujacych roéwnan:

Y Py=0; XPB,=0;, > M,=0. (1.21)
=1 i=1 i=1
2.7. Zasada prac wirtualnych

Rownania rownowagi (1.19) okreslaja warunki, ktore musi spetniac¢ uktad sit dziatajacych na brylg sztywna. W przypadku ciata sprezystego,
ktore deformuje si¢ pod dziataniem sit, musimy okresli¢ tez warunki dla sit wewnetrznych. Mozna to zrobi¢ stosujac zasade prac wirtualnych
(przygotowanych), ktora mowi, ze dla ciata znajdujacego si¢ w rownowadze praca sit zewngtrznych na przemieszczeniach wirtualnych rowna jest

wzrostowi energii potencjalnej sit wewnetrznych:
14



ZPi W =E,, (1.22)

gdzie: u; jest wektorem przemieszczenia wirtualnego w punkcie i, kropka oznacza iloczyn skalarny wektora sity P; oraz wektora przemieszczenia

wirtualnego u,, E; - jest energia potencjalng sit wewngtrznych:

Eo=[oTedV = [eToaV . (1.23)
V V

W rownaniu (1.23) € oznacza wektor odksztatcenia powstatego podczas wirtualnego przemieszczenia u .
Przemieszczenie wirtualne powinno spetnia¢ nastepujace warunki [10]:

- musi by¢ nieskonczenie mate,

- dowolne, niezalezne od sit dziatajacych na bryte,

- zgodne z wigzami, a wigc teoretycznie mozliwe,

- niezalezne od czasu.

Rownanie (1.22) bedzie (w réznych wariantach) wielokrotnie wykorzystywane w dalszych rozdziatach ksigzki.

2.8. Twierdzenie Clapeyrona

Zamieniajac w rownaniach (1.22) i (1.23) przemieszczenia wirtualne na rzeczywiste otrzymamy:
ZPl.-ui = JGTSdVZISTGdV. (1.24)
i=1 14 V

Rownanie to wyraza tre$¢ twierdzenia Clapeyrona, ktore glosi, ze dla uktadu sprezystego, znajdujacego si¢ w réwnowadze, praca sit

zewnetrznych rdwna jest energii potencjalnej sit wewnetrznych (energii sprezystej).

2.9. Twierdzenia E.Bettiego 0 wzajemnosci prac i J.C.Maxwella o0 wzajemnosSci przemieszczen

Podstawmy do réwnania (1.22), wyrazajacego zasade prac wirtualnych, zwigzek konstytutywny (1.5):
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>P 4 = [c"sdV = [(De)" &V = [¢"DEaV . (1.25)
i=1 v v v
W otrzymanym rownaniu wykorzystano symetri¢ macierzy sprezystosci D=D".

Zastosujemy teraz zasad¢ pracy wirtualnej nieco inaczej, mianowicie przylozymy obcigzenie wirtualne czyli uktad sit Fj , dzialajacych w tych

samych wezlach co sity rzeczywiste, lecz r6znych co do wartosci i kierunku. Praca tych sit na rzeczywistych przemieszczeniach uktadu wyniesie:

anl_’j u; = [cTedV = [(De)"edV = [e"Deav . (1.26)
v v

i=l1 174

Prawe strony rownan (1.25) i (1.26) sg identyczne co tatwo mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. Otrzymamy zatem rownos¢:

Zn:Pi ;= il_)z ‘u;, (1.27)
i=1 i=1

ktora wyraza zasad¢ wzajemnosci prac sformutowang przez E.Bettiego w 1972 r.

Zasade te zapisa¢ mozna nastgpujaco [10]:
Uktad sit P; wykonuje takg samg prace¢ na przemieszczeniach wywotanych uktadem sit Pj jak uktad sit Pj na przemieszczeniach wywotanych przez sity
Pi.

Gdy sprowadzimy oba uktady sit do pojedynczych sit jednostkowych, dziatajacych w punkcie a, otrzymamy:

1,-u, = ia ‘u,. (1.28)

Zwiazek ten nosi nazwe zasady wzajemnosci przemieszczen 1 zostal sformutowany przez J.C.Maxwella w 1864 r.

3. ALGORYTM METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH

Jako metoda komputerowa, metoda elementow skonczonych charakteryzuje si¢ $cisle okreslonym, prostym algorytmem. Przedstawimy teraz
najwazniejsze kroki tego algorytmu. Niektore z nich omoéwimy pdzniej bardzo szczegdtowo.

A. Dyskretyzacja
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W tej fazie nastepuje podzial konstrukcji na elementy skonczone. W przypadku konstrukcji pretowych jest to czgsto podziat naturalny, tzn.
kazdy prosty odcinek preta staje si¢ elementem. W przypadku konstrukeji powierzchniowych dzielimy obszar na elementy trojkatne, czworokatne, a w
przypadku konstrukcji brytowych tworzymy elementy czworoscienne, sze$cio§cienne.

Decydujemy o miejscach kontaktu elementdéw, podajemy wspotrzedne weztow 1 sposob polaczenia z nimi elementow.
B. Tworzenie macierzy sztywnosci elementow

Na podstawie danych topologicznych podanych w kroku pierwszym oraz danych materialowych, tworzone sg macierze wyrazajace zwigzki
miedzy sitami weztowymi a przemieszczeniami weztow elementu.
C. Agregacja czyli budowa globalnej macierzy sztywnosci

Macierze sztywnos$ci elementow dzielone s3 w tym kroku na bloki, a te na podstawie informacji o topologii konstrukcji wstawiane sa do
macierzy globalnej. Czg¢sto na tym etapie do macierzy globalnej wprowadza si¢ modyfikacje uwzgledniajgce warunki brzegowe.
D. Budowa globalnego wektora obcigzenia

Obliczane tu s3 wektory obcigzen elementéw, a te po podzieleniu na odpowiednie bloki wstawiane sg do globalnego wektora obcigzen

weztowych. Po zakonczeniu budowy wektora nalezy zmodyfikowac jego sktadowe tak, aby uwzglednione zostaty warunki brzegowe.

E. Rozwigzanie uktadu rownan

Na tym etapie rozwigzany zostaje uktad réwnan liniowych, w wyniku czego otrzymujemy przemieszczenia weztow konstrukcji.
F. Obliczenie sit wewnetrznych i reakcji wiezow

Po obliczeniu przemieszczen mozna obliczy¢ odksztalcenia, naprgzenia 1 sity wewnetrzne w konstrukcji. Po obliczeniu sit wegztowych
elementdéw obliczy¢ tez mozna reakcje wiezow (podpor) konstrukeji.

Systemy MES maja zwykle budowe modutowa. Poszczegolne etapy algorytmu realizowane sg przez wyspecjalizowane moduty systemu.

Krok pierwszy (A) uzupehliony podaniem danych materialowych i opisem obcigzenia konstrukcji realizowany jest przez modut nazywany
preprocesorem. W dawnych systemach plik danych tworzony byt ,.,recznie” w edytorze tekstow. Obecnie taka sytuacje spotyka si¢ bardzo rzadko, gdyz
podanie danych dla typowego zadania MES (kilka tysigcy weztow) jest pracg bardzo zmudng. Wspotczesne preprocesory sg zwykle programami

graficznymi wyposazonymi w narzedzia ulatwiajace generacje siatek elementow.
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Etapy (B), (C), (D), (E) realizowane sg zwykle przez modul zwany procesorem. Oprocz opisanych wczesniej operacji, procesor czgsto
zajmuje si¢ odpowiednim uporzagdkowaniem réwnan, aby zmniejszy¢ ilos¢ pamieci niezbednej do przechowania macierzy sztywnosci i przyspieszy¢
proces rozwigzania uktadu réwnan.

Etap szosty (F) uzupeliony wizualizacjg wynikéw realizowany jest przez postprocesor. Duza ilos¢ wynikow jaka uzyskujemy po rozwigzaniu
uktadu réwnan 1 obliczeniu sit wewngtrznych sprawia, ze bardzo trudno analizowa¢ je bez pomocy technik wizualnych. Wspotczesne systemy MES
zaopatrzone sg w graficzne postprocesory rysujace kolorowe mapy naprezen, przemieszczen i innych ulatwiajacych analize parametrow.

Poniewaz techniki wizualizacji, cho¢ mocno zwigzane z metoda elementdw skonczonych, nie sg jej czgscig i nie bedga omawiane w tej

ksigzce. Skupimy si¢ na tych etapach, ktdre zwigzane sg z obliczeniami a wigc na procesorze i czg¢sci postprocesora.

3.1. Tworzenie macierzy sztywnosci elementu

Jak juz wspominali§my na wstepie tego rozdziatu (p.1.1) po podziale konstrukcji na elementy skonczone zaktadamy, ze kontaktuja si¢ one ze
sobg tylko w weztach. Wygodnie bedzie wyobrazi¢ sobie wezet jako punkt materialny, poruszajacy si¢ w czasie deformacji spowodowanej
oddziatywaniem zewngtrznym na konstrukcje (sily, temperatura itp.). Ruch wezta mozna opisa¢ podajac skladowe wektoréw przemieszczenia. W
zalezno$ci od typu elementu interesowaé nas bedg rdzne rodzaje tego ruchu. Raz beda to tylko przesunigcia (w elementach kratownic, tarczach,
brytach), innym razem niezbedne okaza si¢ rowniez katy obrotu (w elementach ramowych, plyt i powlok). Wszystkie niezbedne skladowe
przemieszczenia wezta tworza uklad parametrow nazywany stopniami swobody. Ilo$¢ stopni swobody wezta oznacza¢ bedziemy przez Np.

W Tab.1.1 podane sg informacje o ilosci stopni swobody weztow typowych konstrukcji inzynierskich. Stopnie swobody podane sg jako

sktadowe wektorow przemieszczen w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych.

Tab.1.1
Rodzaj konstrukcji | Ilo$¢ stopni Przesunigcia Obroty
swobody
Np Uyx Uy u; Px Qy O
krata ptaska 2 . .
krata przestrzenna 3 o o o
rama ptaska 3 o . o
rama przestrzenna 6 . ° . . ° °
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ruszt 3 o o o

tarcza 2 o .

ptyta 3 ° ° °
powloka 6 ° ° ° ° ° °
bryia 3 ° ° °

Wyobrazmy sobie dowolny element (dla wygody wezmiemy element ptaski, ktory tatwo narysowac) czworokatny o numerze e (Rys.1.1).
Wezty tego elementu sa ponumerowane lokalnie: i, j, k, | oraz maja swoje numery globalne: n;, nj, ny, n.. Wspotrzedne weztow podajemy zawsze w
uktadzie globalnym XY, ale dla wygody uzywamy w czasie tworzenia macierzy sztywnosci elementu, uktadu lokalnego xy, ktéry wybieramy zupetnie

dowolnie.

Rys.1.1

Przemieszczenia we¢zta grupujemy w wektorze przemieszczen:

[”ix} [%‘X} {”kx} |:MIX} (1.29)
u; = ,u; = ,u, = ,u, = .
Uiy Ujy Ury Uy
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Zbior przemieszczen wszystkich weztow elementu tworzy wektor przemieszczen weztowych elementu:

]
Uy
u; Uy

we = | = (1.30)
Uy Upx
u,; Uy
Uix
Lty ]

Przemieszczenie dowolnego punktu m lezacego wewnatrz elementu zapiszemy w postaci wektora:

Uy (X,
u(ij){ x( D] (1.31)
uy(X,Y)
Gdy sktadowe wektorow okreslone sa w uktadzie lokalnym oznaczaé je bedziemy znakiem ' (prim) np.:
u,(x,y) (1.32a)
u'(x,y) = '
() Ly (x,y)}

Podobne oznaczenia mozna wprowadzi¢ w rownaniach (1.29) i (1.30), lecz na razie dla wygody uzywa¢ bedziemy jedynie zwigzkow

globalnych.

Przyjmujemy teraz, ze przemieszczenie dowolnego punktu m mozna uzalezni¢ od przemieszczen weztow elementu:

u(x,y) =N°(x,y)u’, (1.33)
gdzie N(X,y) jest macierza, ktorej sktadowe zalezg od wspotrzednych punktu. Wymiary macierzy N(X,y) zaleza od rodzaju elementu. Ilos¢ wierszy
macierzy N(x,y) rowna jest ilosci stopni swobody punktu m a ilos¢ kolumn - ilo$ci stopni swobody elementu. W naszym przyktadzie, gdzie punkt ma

dwa stopnie swobody, a element ma 4x2=8 stopni swobody, macierz N(x,y) musi mie¢ dwa wiersze i osiem kolumn.

Rownanie (1.33) wygodnie bedzie zapisa¢ w rozwinigtej postaci:
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u (1.34a)

u(x,y) =[N;(x,y) N;(x,y) N(x,») Nyi(x,»)

gdzie macierze Ni(X,y) ... Ni(X,y) sa macierzami kwadratowymi zawierajgcymi funkcje wptywu przemieszczen weztow i ... | na przemieszczenie punktu
m. Funkcje te w metodzie elementéw skonczonych nosza nazwe funkcji ksztattu, odgrywaja one kluczowg role w formutowaniu réwnan MES.
Macierze Ni(x,y) ... Ni(X,y) nosza nazw¢ macierzy funkcji ksztattu weztow i ... |, a macierz N° (x, y) jest macierza funkcji ksztattu elementu.

Oczywiste jest, ze funkcje ksztaltu powinny spetnia¢ pewne warunki, ktére decyduja o ich przydatnosci do aproksymacji pola przemieszczen
elementu. Wyobrazmy sobie, ze punkt m znajduje si¢ w wezle, wtedy jego przemieszczenia powinny byé rdwne przemieszczeniom tego wezla, a

przemieszczenia weztow pozostatych nie powinny mie¢ na nie zadnego wptywu (Rys.1.2).

Rys.1.2

Warunek ten wyrazi¢ mozna nastepujaco:
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Np(xq,yq):Spq, (1.35)

gdzie 8 ,, jest delta Kroneckera:

~ {1 - gdy p=q,
P00 -edypzq
a p i g oznaczaja dowolny z lokalnych numerow weztow i ... I.
Warunki typu (1.35) pozwalaja okresli¢ wspotczynniki funkeji ksztattu. Innymi warunkami, ktore spetnia¢ musza funkcje Ny(X,y), bedziemy
zajmowali si¢ w jednym z nast¢pnych punktow.
Podstawiajac rownanie (1.33) do (1.2) obliczymy sktadowe wektora odksztatcenia elementu:
g= ZN(x,y)u’, (1.36)
gdzie Yjest macierzg o wymiarach 3 x Np dla ptaskich standw naprezenia i odksztalcenia lub 6 x Np dla stanow przestrzennych (Np jest iloscig stopni
swobody wezla), zawierajaca operatory rozniczkowe wynikajace z definicji odksztatcenia (1.2).

Dla elementu tarczowego Np=2, macierz operatorow rézniczkowych przyjmuje posta¢ nastgpujaca:

o, 0
=0 9, |, (1.37)
0, 0,
gdzie symbol dx 0znacza rézniczkowanie wzgledem X: 0 = % a oy= jy - wzgledem y.
Przyjmujemy oznaczenia:
DN(x,y) = B(x,) (1.38)

i konsekwentnie
ZN;(x,y)=Bi(x,y), ZNj(xy)=B;(xy),
IN (%, y)=B(xy), ZN,(x,y)=B,(xy), (1.39)

22



utatwiajace dalsze przeksztatcenia.

Po uwzglednieniu tego oznaczenia zwiagzek (1.36) przedstawi¢ mozna nastgpujaco:

&= Be(x,y)ue, (1.40)
Macierz B(x,y) ma wymiary 3 X nj, (lub 6 X n}, dla przestrzennego stanu naprezenia).

Dla czworokatnego elementu tarczy macierz B(X,y) ma wymiary 3x8. Podobnie jak poprzednio N(x,y), podzielimy teraz macierz B(x,y) na
bloki:

Be(x,y)z[Bl.(x,y) B,(x,)) B(x,)) B,(x,y)], (1.41)

Macierze B; ... Bj noszg nazwe macierzy geometrycznych weztéw i ... |, a B8(X,y) macierza geometryczng elementu €.

Zastapimy teraz oddziatywania wystepujace miedzy weztami a elementem sitami skupionymi. Schemat tych oddziatywan pokazuje Rys.1.3.

Fk Y k
£, () ®

Rys.1.3

Zbierzemy teraz sktadowe sit wezlowych w wektory sit weztowych:

F, F. F, F
£ :{ lX:|, f, = X 1 :[ kXi|1 £ :{ IX:|. (1.42)
Fiy FjY Fiy Fly
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Oraz sity oddziatujace na element w wektor sit weztowych elementu:

T
Fiy
f; FjX
£ |F,
= fZ N F,ﬁ; ' (1.43)
fl FkY
Fiy
[ Fiy |

Poszukujemy zalezno$ci migdzy sitami weztowymi f° a przemieszczeniami weztowymi u®.
Zastosujemy zasad¢ prac wirtualnych (1.22) traktujac sity weztowe jak obcigzenie zewnetrzne elementu. Element obcigzony jest takze na

swoim brzegu i wewnatrz, a obcigzenie to, zalezne od wspotrzednych punktu, oznaczymy przez:

) - {qx(x,y)} | (L44)

q,(x.»)

Rownania konstytutywne(1.5) (lub np.(1.12), (1.13) dla ptaskiego stanu naprezenia) uzupelnimy teraz o czg¢éci pozwalajace uwzglednic

odksztalcenie 1 naprezenia poczatkowe.
c=D(s-¢,)+0,, (1.45)

gdzie g, jest wektorem odksztatcen poczatkowych (np. spowodowanych obcigzeniem termicznych), a 6, wektorem naprezen poczatkowych.

Zapisujemy teraz rownanie (1.22) wyrazajace rowno$¢ pracy sit zewnetrznych i sit wewnetrznych elementu w rownowadze:

(u) £+ Ju(x,) a(x,)d 7 = [eToar" . (1.46)

Lewa strona tego rownania przedstawia prace sit zewnetrznych a prawa - sit wewnetrznych elementu, . Z oznacza powierzchni¢ elementu a 7~

jego objetos¢. Podstawimy do tego rownania zaleznos/*ci (1.33), (1.40) oraz (1.45):
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(u@)Tfe + J'(Neue)qu'/) = J.(Beue)T[D(Beue _80)4‘00]61%/' .
2z o

Po przeksztatceniu otrzymamy z tego rGwnania ostateczng forme:
f¢ =K’ —f; —fgeu +f§u :
gdzie oznaczono:

- wektor sil weztowych wywotanych obcigzeniem zewngtrznym:

£o=[(N) qd. 7,

q
N
- wektor sit weztowych wywotanych odksztatceniem poczatkowym:
re = [(B°) De,a7",
4
- wektor sit weztowych wywotanych napr¢zeniami poczatkowymi:
e = [(B) 0,07
5-

- macierz sztywnosci elementu:

K= [(B°)' DB@7 .

7

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)

Obliczone tu wektory obcigzen weztowych obejmujg sity dziatajace na element. Przy uktadaniu réwnan rownowagi weztow nalezy je wzigé

ze znakiem przeciwnym.

Macierz K¢ mozna podzieli¢ na bloki macierzy kwadratowych K¢, opisujacych wptyw przemieszczen wezta g na sity w wezle p:

K, = J_(B;)TDB;M” .

(1.53)
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W macierzy sztywnos$ci elementu czteroweztowego (Rys.1.3) bedzie tych blokow 4x4=16. Poniewaz macierz sztywnosci jest symetryczna

T
tzn. K¢ = (Ke) , co wynika z rownania (1.52) a jest prosta konsekwencjg zasady wzajemnosci prac E.Bettiego, to bloki K;q spetnia¢ musza

warunki:
T
K¢, =(K5,) - (1.54)

Rownanie (1.52) (lub (1.53)) opisuje kluczowy etap budowy réwnan réwnowagi konstrukcji. Nie zawsze jednak macierz sztywnosci musi by¢
wyznaczana tym sposobem. Dla elementdéw prostych takich, jak prety kratownicy lub ramy istniejg inne (nieraz prostsze) sposoby otrzymania zwigzku
(1.48). Pokazemy uzycie tych sposobow w rozdziatach nast¢pnych.

Jezeli wszystkie przeksztatcenia prowadzace do rownania (1.52) wykonywane byly w lokalnym uktadzie wspotrzednych (xyz), to otrzymana

macierz sztywno$ci powinna by¢ jeszcze przetransformowana do uktadu globalnego (XYZ). Transformacja ta polega na mnozeniu macierzy K°' (znak
prim oznacza macierz w uktadzie lokalnym) przez macierze obrotu elementu. Szczegoétowa budowa tych macierzy oméwiona jest w rozdziatach II, 111
1 IV, tu pokazemy jedynie ide¢ przeksztatcen:
K°® =R°K”(R°)', (1.55)
R.

1

ia R¢ — J (1.56)
gdzie R R, :

Rj ... Rk - macierzami obrotu weztéw i ... K. Macierze obrotu weztow zawierajg cosinusy katow miedzy osiami uktadow globalnego i lokalnego:

CxX CxY CxZ
R, = CyX CyY CyZ , (1.57)
CZX CZY CZZ

gdzienp. C,y = cos(axy) , Itd., oy jest katem migdzy osig X uktadu lokalnego i osig Y uktadu globalnego.
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3.2. Agregacja globalnej macierzy sztywnoSci

Zalezno$¢ (1.48) pozwala zapisa¢ rOwnania rOwnowagi wezta w postaci zawierajgcej przemieszczenia weztow jako niewiadome.

Rys.1.4

Wyobrazimy sobie wezet jako niezalezng czg$¢ konstrukcji. Odlaczymy elementy od weztow a ich oddzialywania zastgpimy sitami
weztowymi (Rys.1.4).

Zapiszemy uklad rownan réwnowagi wezla w postaci skalarne;j:
E, E, E,
ZFekZO,ZFek:O,ZFekZO, (158a)
k=1 k=1 k=1
Dla wezléw z obrotowymi stopniami swobody konieczne bgdg takze réwnania rdwnowagi momentow:

SME=0,> M =0,> M =0 (1.59b)
k=1 k=1 k=1
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W réwnaniach (1.58) sumowanie odbywa si¢ po wszystkich elementach dotaczonych do wezta, a wige indeksy ey, €; ... e, sa numerami

elementow dotgczonych do wezla, E, jest iloscig elementéw dotagczonych do wezta n. Wstawimy do rownan (1.58) zwigzki (1.48) pamigtajac o

zmianie znaku sit weztowych, wynikajacej ze zmiany zwrotu sit, dziatajgcych na elementy i wezet (Rys.1.4):
EVI
_anek -0. (1.60)
k=1

W réwnaniu tym symbol f* oznacza tylko te sktadowe wektora f“, ktore dziataja na wezet n. Przeksztalcimy to rownanie do wygodniejszej postaci:

En
> Kjui =} -
k=1

gdzie p° =f qe +f ; —f ;’ jest wektorem sit weztowych wywotanych obcigzeniem zewngtrznym, odksztatceniami 1 naprezeniami poczatkowymi.
Uktadajac rownania analogiczne do (1.58) dla kazdego wezta konstrukcji otrzymamy uktad rownan, ktory pozwoli wyliczy¢ przemieszczenia
weztow konstrukeji. Poniewaz sumowanie w réwnaniach (1.58) odbywa si¢ po elementach (przy czym sumowane sg tylko te wektory sit, ktore
zwigzane sg z rownowazonym weztem), to algorytm tworzenia uktadu réwnan oparty na rownowazeniu kolejnych weziow jest nieefektywny. Latwiej
budowac uktad réwnan przez kolejne wstawianie do niego macierzy sztywnosci elementow.
Do operacji tej potrzebne jest uporzadkowanie weztow i stopni swobody. Dotychczas uzywalismy lokalnych numerow weztéw elementu i, j,
k, I .., jednak w czasie budowy globalnego uktadu réwnan konieczne jest wprowadzenie globalnej numeracji weztéw. Niech n; oznacza globalny numer

wezta o lokalnym numerze i, Sp niech oznacza globalny numer stopnia swobody o lokalnym numerze p. Utworzymy teraz prostokatng macierz
potaczen elementu e - A°. Tlo§¢ wierszy macierzy A° jest rowna globalnej ilosci stopni swobody konstrukcji Nk, ilo$¢ kolumn jest rowna ilo$ci stopni
swobody elementu e - N} . Wigkszos¢ sktadowych macierzy A€ jest rowna zero, wyjatek stanowia sktadowe o wartosci 1, ktore usytuowane sg w
wierszach s, i kolumnach p. Struktura macierzy A° zawiera wigc informacje o potaczeniach elementu z weztami lub $cislej o tym, ktory stopien
swobody elementu odpowiada globalnemu stopniowi swobody konstrukcji. Budowe macierzy potaczen najtatwiej przesledzi¢ mozna na przyktadzie.

Rys.1.5 przedstawia tarcz¢ podzielong na pi¢¢ elementéw trdjkatnych. Tarcza ma sze$¢ wezldw ponumerowanych liczbami od 1 do 6, kazdy

element ma lokalne oznaczenia weztow 1, |, K. Tab.1.2 przedstawia globalng numeracje stopni swobody tarczy.
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Rys.1.5

Tab.1.2
Nr wezta Globalne numery stopni swobody weztow
n Unx Uny
1 1 2
2 3 4
3 5 6
4 7 8
5 9 10
6 11 12
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Tab.1.3

Nr elementu | Globalne numery stopni swobody elementu s, - wektory alokacji
e Uix Uiy Ujx Ujy Ukx Uky
1 2 3 4 5 6
1 5 6 1 2 7 8
2 1 2 3 7 8
3 7 8 3 4 9 10
4 7 8 9 10 11 12
5 5 6 7 8 11 12
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Tab.1.3 przedstawia zalezno$ci miedzy lokalnymi i globalnymi stopniami swobody. Macierz potgczen zbudowana dla elementu nr 3 bedzie

miata wiec postaé nastepujaca:

1 2 3 4 5 6

11

12

gdzie dla fatwiejszej orientacji pomini¢to wszystkie elementy zerowe.

Pomnozenie wektora sit weztowych elementu przez macierz potaczen spowoduje przeniesienie odpowiednich blokow wektora lokalnego do

wektora globalnego. Mozliwe jest teraz proste sumowanie tych wektorow:

Ng N N
ZAefe — ZAeKeue — ZAepe ) (162)
e=1 e=1 e=1

Nalezy jeszcze wyrazi¢ wektor przemieszczen weztowych elementow przez wektor globalny:
T

u’ = (Ae) u,

ktory nalezy podstawi¢ do rownania (1.62). Ostatecznie otrzymujemy uktad rownan w postaci:

N, T N,
YAK(A) u=D Ap°,
e=1

e=1

(1.63)
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lub krécej

Ku=p. (1.64)
Ng T Ng

Macierz K = ZAeK (Ae) nosi nazwe globalnej macierzy sztywnosci konstrukcji, wektor p = ZAepe jest globalnym wektorem sit weztowych
e=1 e=1

konstrukcji, wektor u zawierajacy przemieszczenia wszystkich weztow jest globalnym wektorem przemieszczen. Podobna metoda agregacji opisana
jest w ksigzce G. Rakowskiego [12], gdzie macierz AT nosi nazwe macierzy przylegania.

Metoda agregacji wykorzystujaca macierz potaczen nie jest odpowiednia do komputerowej implementacji, gdyz operuje duzymi macierzami
A°. Bardziej efektywnym sposobem jest wykorzystanie informacji zawartych w tzw. wektorach alokacji. Wektory te dla omawianego przyktadu

tarczy zawarte sa w
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Tab.1.3. Metoda agregacji, postugujaca si¢ wektorami alokacji omoéwiona bedzie w rozdziale drugim w czasie budowy macierzy sztywnoS$ci

kratownicy.

3.3. Uwagi dotyczace funkcji ksztaltu elementu

Funkcje aproksymujace pole przemieszczen wewnatrz elementu czyli funkcje ksztaltu, opisane w p.1.3.1, nie moga by¢ wybierane zupetnie
dowolnie. Powinny one spetnia¢ pewne warunki, ktére decyduja o ich jakosci lub przydatnosci do aproksymacji przemieszczen, odksztalcen a w
konsekwencji naprezen. Kryteria te przytaczamy za O.C.Zienkiewiczem [19].

A. Kryterium ruchu sztywnego

Funkcje ksztattu powinny by¢ tak dobrane, aby nie pozwalaty na powstanie naprezen w elemencie, ktorego przemieszczenia wynikaja jedynie

z ruchu elementu jako ciata sztywnego.
B. Kryterium statosci odksztatcen

Funkcje ksztaltu powinny zapewnia¢ mozliwos$ci powstania stalego pola odksztatcenh wewnatrz elementu.
C. Kryterium zgodnosci odksztatcen

Funkcje ksztattu powinny zapewnia¢ cigglos¢ przemieszczen wewnatrz elementu, zgodnos¢ przemieszczen 1 skonczone wartosci odksztatcen
na brzegach sasiadujacych elementow.

Kryterium (A) i (B) wydaja si¢ oczywiste. Poniewaz mozliwe sg takie stany przemieszczen i odksztatcen, w ktorych powstaja state lub zerowe
odksztalcenia (naprezenia), to funkcje aproksymujace powinny bezwzglednie umozliwi¢ odtworzenie tych stanow. Spelnienie warunkow (A) 1 (B)
zapewniajg stale i liniowe czlony w wielomianach, z ktorych najczesciej budujemy funkcje ksztattu. Kryterium (B) jest uogdlnieniem kryterium (A) i
zostato sformutowane w 1965 r. przez Bazeleya, Cheunga, Ironsa i Zienkiewicza [19,20].

Kryterium (C) wymaga, aby funkcje ksztaltu zapewniaty cigglos¢ pochodnych do rzedu o jeden nizszego niz wystgpujace w macierzy & (por.
réwn. (1.36)) operatory rozniczkowe dajace odksztalcenia w elemencie. Wyjasnimy to na przyktadzie. W tarczy odksztalcenia dane sg przez pierwsze
pochodne funkcji ksztattu (por. (1.36) i (1.37)), poniewaz pole przemieszczen musi by¢ ciggle na granicy miedzy elementami, to funkcje ksztattu
muszg by¢ klasy C°. Dla elementow ptytowych role przemieszczen petnig krzywizny wyrazone przez pochodne drugiego rzgdu (por. rozdz.VII), wigc
funkcje ksztattu plyty powinny zapewni¢ ciggtos¢ powierzchni ugigcia ptyty 1 jej pierwszych pochodnych wewnatrz i na granicach migedzy elementami.

Pole przemieszczen phyty powinno byé zatem ciagle i gladkie w obszarze phyty. O takich funkcjach mowimy, ze sa klasy C.
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Kryterium (A) 1 (B) musza by¢ koniecznie spetnione, kryterium (C) nie musi by¢ spelnione rygorystycznie, np. funkcje ksztattu elementow
ptytowych nie spetniaja czesto warunku gtadkosci (ciagtosci pierwszych pochodnych na granicach elementu). Jezeli spetnione sa wszystkie kryteria, to
0 elementach opisywanych przez te funkcje méwimy, ze sa dostosowane. Jezeli spelnione sg tylko kryteria (A) i (B) to elementy nazywamy
niedostosowanymi.

Rezultat stosowania elementéw dostosowanych i niedostosowanych przedstawiony jest na Rys.1.6, gdzie podano zbiezno$¢ wynikow

uzyskanych przy pomocy réznych typow elementéw, uzytych do dyskretyzacji kwadratowej phyty.

elementy niedostosowane (Algor)

wynik doktadny [18]

przemieszczenie

elementy dostosowane (Algor)

liczba elementow

Rys.1.6

Oproécz trzech wymienionych kryteriow doda¢ jeszcze mozna inne, ktore wskazuja na sposob doboru wielomiandow aproksymujacych. Dobor
ten powinien zapewnia¢ izotropi¢ wzgledem osi uktadu wspotrzgdnych. Pokazemy to na przyktadzie budowania funkcji ksztattu elementow ptaskich
(tarcza, ptyta). Jezeli zbidr wielomianéw aproksymujacych przedstawimy w postaci trojkata Pascala, to wybor czlonow tego trojkata powinien by¢

symetryczny wzgledem jego osi. Pokazuje to Rys.1.7.
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Mozliwe jest tez uzycie wielomiano6w Hermite’a (opisanych w rozdziale IV tej ksigzki) lub Lagrange’a [19], zawsze jednak powinien by¢
zachowany warunek izotropii.

Na temat funkcji ksztattu istnieje obszerna literatura, zalecamy zapoznanie si¢ z ksigzkami [1, 12, 13, 20].
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