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1 Elementy Mechaniki O±rodków Ci¡gªych
1.1 Oznaczenia

• Tensors: A,B,n,v..

•
(x, y, z) ⇒ (x1, x2, x3) ⇒ (xi)

• Ukªad prawoskr¦tny

• Wektory jednostkowe i, j,k ⇒ ei

• Iloczyn skalarny a · b = aibi = akbk (umowa sumacyjna)
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• Symbol Kroneckera δij = ei · ej

• Symbol permutacyjny

εijk =





1 i, j, k tworz¡ parzyst¡ permutacj¦ liczb 1, 2, 3
−1 i, j, k tworz¡ nieparzyst¡ permutacj¦ liczb 1, 2, 3
0 co najmniej dwa indeksy s¡ równe

• Iloczyn wektorowy c = a× b, ci = εijkajbk

• Iloczyn mieszany (a× b) · c = εijkaibjck. Interpretacja geometryczna: Obj¦to±¢ równolegªo-
scianu bazuj¡cego na 3 wektorach.

• Oznaczenie ró»niczkowania A,i = ∂A/∂xi

• Operatory: gradient : gradφ = φ,i, dywergencja: divA = Ai,i, rotA = εijkAk,j ei, Laplace'a:
∆φ = φ,ii.

• Wzór Ostrogradskiego-Gauss'a

∫

S

A · n dS =

∫

V

divAdV (1)

• Pochodna dI/dt, I =
∫

V (t)

M(x, t)dV

dI

dt
=

∫

V

∂M

∂t
dV +

∫

S

M (v · n) dS =

∫

V

[( ∂M

∂t
+ grad M · v)

+ Mdivv
]

dV

d

dt

∫

V (t)

M(x, t)dV =

∫

V

(
Ṁ + M divv

)
dV (2)

1.2 Wst¦p
1. Ciaªo zmienia swój ksztaªt pod wpªywem oddziaªywa« zewn¦trznych. S¡ to: obci¡»enia

powierzchniowe, siªy masowe, ogrzanie, ozi¦bienie.
2. Kiedy odksztaªcenia ciaªa nie przekracza pewnych granic, to po powolnym usuni¦ciu od-

dziaªywa« zewn¦trznych, wraca ono do swego pierwotnego ksztaªtu. Opisan¡ wªa±ciwo±¢ ciaªa
nazywamy spr¦»ysto±ci¡.

3. Usuni¦cie oddziaªywa« zewn¦trznych po znacznych deformacjach ciaªa, nie prowadzi do
znikni¦cia odksztaªce«. Pozostaje wówczas pewna ko«cowa i trwaªa deformacja ciaªa. To zjawisko
nazywamy plastyczno±ci¡, a trwaªe odksztaªcenia nazywamy plastycznymi.

Teoria spr¦»ysto±ci i plastyczno±ci stara si¦ wyja±ni¢ zmian¦ stanu mechanicznego i geome-
trycznego w trakcie jego obci¡»ania.

Okre±limy wielko±ci charakteryzuj¡ce geometri¦ odksztaªce« w trakcie deformacji ciaªa i wy-
znaczymy siªy wewn¦trzne, zwane napr¦»eniami, a nast¦pnie zwi¡zki mi¦dzy tymi wielko±ciami.
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1.3 Stan odksztaªcenia
1.3.1 Odksztaªcenie ciaªa. Wektor przemieszczenia
W chwili t = t0, ciaªo zajmowaªo obszar B0, a w chwili t, zajmie obszar B w wyniku odksztaªcenia.
Punkt P0 przemieszcza si¦ do punktu P .

u = x−X lub ui = xi −Xi (3)

Z zaªo»enia ci¡gªo±ci o±rodka, funkcja:

x

x

x

P0

P
X

x

u

1

2

3

B

B

0

Q

Q

dX

xd

u+du

0

Rysunek 1: Odksztaªcenie ciaªa

x = χ(X, t) lub w zapisie indeksowym xi = χi(X1, X2, X3, t) (4)

jest funkcj¡ ci¡gª¡ i jedno-jednoznaczn¡. Punkty o±rodka poªo»one blisko siebie przed odksztaª-

P

P'

P

P'

P

P'

.
.

..

.
.

Rysunek 2: Ci¡gªo±¢ o±rodka wyklucza mo»liwo±ci powstawania szczelin i otworów

ceniem przechodz¡ w pobliskie punkty po odksztaªceniu. Wykluczamy mo»liwo±ci powstawania w
czasie deformacji szczelin i otworów. Warunek taki ma posta¢:

J = | ∂χ

∂X
| = | ∂xi

∂Xj

| > 0 (5)

Odksztaªcenia jednorodne ciaªa maj¡ posta¢:

x = AX + c (6)

gdzie A, c s¡ staªymi tensorowymi, detA > 0. W przypadku odksztaªce« jednorodnych, dwie linie
proste w kon�guracji odniesienia pozostaj¡ prostymi w kon�guracji aktualnej odksztaªconej oraz
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konfiguracja
odniesienia

konfiguracja
aktualna

X

x

u

χ

Rysunek 3: Kinematyka

stosunki dªugo±ci tych linii s¡ staªe. Wszystkie procesy odksztaªceniowe s¡ jednorodne lokalnie,
czyli we wszystkich przypadkach, przyrostowy odcinek ciaªa podlega rozci¡gni¦ciu (albo skróceniu)
i obrotowi podczas odksztaªcenia ciaªa.

ds1

dS1

=
ds2

dS2

(7)

konfiguracja
odniesienia

konfiguracja
aktualna

χdS

dS

d s

d s

1

1

2

2

Rysunek 4:

Gradient odksztaªcenia F jest de�niowany jako odwzorowanie odcinka dX w kon�guracji od-
niesienia, na dx w kon�guracji aktualnej:

dx = χ(X + dX)− χ(X) ≈ ∂χ(X)

∂X
dX ≡ F dX (8)

czyli:
F =

∂χ

∂X
(9)

Przykªad 1:

x1 = X1 + X2(e
t − 1)

x2 = X1(e
−t − 1) + X2

x3 = X3

(10)

X1 =
−x1 + x2(e

t − 1)

1− et − e−t

X2 =
x1(e

t − 1)− x2

1− et − e−t

X3 = x3

(11)
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u1 = X2(e

t − 1)
u2 = X1(e

−t − 1
u3 = 0

(12)

u1 = x1 − −x1 + x2(e
t − 1)

1− et − e−t

u2 = x2 − x1(e
t − 1)− x2

1− et − e−t

u3 = 0

(13)

Przykªad 2:

x1 = X1

x2 = X2 + AX3

x3 = X3 + AX2

(14)

gdzie A = const. Mamy detF = 1− A2 6= 0 kiedy A 6= ±1. Zwi¡zki odwrotne:

X1 = x1

X2 =
x2 − Ax3

1− A2

X3 =
x3 − Ax2

1− A2

(15)

u1 = 0
u2 = AX3

u3 = AX − 2
(16)

u1 = 0

u2 = A
x3 − Ax2

1− A2

u3 = A
x2 − Ax3

1− A2

(17)

1.3.2 Miara odksztaªcenia
Badamy zmian¦ odlegªo±ci mi¦dzy bliskimi punktami P0, Q0 przed odksztaªceniem i P,Q po od-
ksztaªceniu:

|P0Q0|2 = dS2 = dX2
1 + dX2

2 + dX2
3 = dXjdXj = δjk dXjdXk = dX · dX (18)

|PQ|2 = ds2 = dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 = dxidxi = dx · dx (19)

Z równania (4) wynika, »e:
dxi =

∂xi

∂Xj

dXj = FdX (20)

zatem:

ds2 − dS2 =
∂xi

∂Xj

dXj
∂xi

∂Xk

dXk − δjk dXjdXk = 2 Ejk dXjdXk = dX (2E) dX (21)

gdzie:
Ejk =

1

2

(
∂xi

∂Xj

∂xi

∂Xk

− δjk

)
=

1

2

(
FTF− 1

)
(22)

Tensor E nazywamy tensorem odksztaªcenia Lagrange'a lub Green'a. Opisuje on odksztaªcenia
ciaªa we wspóªrz¦dnych Lagrange'a.
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Korzystaj¡c ze wzoru (3), mamy:
∂ui

∂Xj

=
∂xi

∂Xj

− δik (23)

a równania (22) mo»emy zapisa¢ w postaci:

Ejk =
1

2

(
∂uj

∂Xk

+
∂uk

∂Xj

+
∂ui

∂Xj

∂ui

∂Xk

)
(24)

lub
E =

1

2

(
gradu + gradTu + gradTu · gradu)

(25)

Podobnie, we wspóªrz¦dnych eulerowskich, mamy tensor odksztaªcenia:

E∗
jk =

1

2

(
∂uj

∂xk

+
∂uk

∂xj

− ∂ui

∂xj

∂ui

∂xk

)
(26)

Przykªad:
Zadany ruch jest w opisie Lagrange'a:





x1 = X1 + aX2

x2 = X2

x3 = X3

(27)

Wtedy mamy opis Eulera 



X1 = x1 − ax2

X2 = x2

X3 = x3

(28)

Jakobian jest postaci:

J =

∣∣∣∣∣∣

1 a 0
0 1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
(29)

Tensor odksztaªcenia Lagrange'a:

Ejk =
1

2

(
∂xi

∂Xj

∂xi

∂Xk

− δjk

)
=




0 a/2 0
a/2 a2/2 0

0 0 0


 (30)

W podobny sposób mo»na obliczy¢ tensor odkszta|lcenia Eulera:

E∗
jk =

1

2

(
δjk − ∂Xi

∂xj

∂Xi

∂xk

)
=




0 a/2 0
a/2 −a2/2 0

0 0 0


 (31)

Skªadowe wektora przesuni¦cia we wspóªrz¦dnych Lagrange'a i Eulera:




u1 = aX2

u2 = 0
u3 = 0





u1 = ax2

u2 = 0
u3 = 0

(32)

Mo»emy obliczy¢ równie» np. tensor odkszta|lcenia Lagrange'a wedªug wzoru:

Ejk =
1

2

(
∂uj

∂Xk

+
∂uk

∂Xj

+
∂ui

∂Xj

∂ui

∂Xk

)
(33)
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otrzymujemy identyczny wzór jak (31). W pzrypadku maªych deformacji pomijamy czªon a2/2,
nie ma ró»nicy mi¦dzy Ejk and E∗

jk:

εjk =




0 a/2 0
a/2 0 0

0 0 0


 (34)

Wektor pr¦dko±ci we wspóªrz¦dnych Lagrange'a:

v =
∂u(X , t)

∂t
(35)

Niech np. a = t2 



v1 = 2tX2

v2 = 0
v3 = 0

(36)

a ten wektor pr¦dko±ci we wspóªrz¦dnych Eulera:

v =
∂u(x , t)

∂t
+

∂u

∂x
v (37)

Niech np. a = t2 



v1 = 2tx2 + t2v2

v2 = 0
v3 = 0

(38)

Jest to uwikªany ukªad, z tego wynika, »e:




v1 = 2tx2

v2 = 0
v3 = 0

(39)

bo w tym przypadku v2 = 0. W ogólnym przypadku trzeba bedzi¦ rozwi¡za¢ ukªad (39).
Interpretacja geometryczna skªadowych tensora E:
Obliczamy wzgl¦dne wydªu»enie odcinka PQ:

|PQ| − |P0Q0|
|P0Q0| =

ds− dS

dS
≡ λPQ (40)

Przy λPQ > 0 mamy wydªu»enie, a przy λPQ < 0- skrócenie. Niech νi = dXi/dS, to

(ds− dS)(ds + dS)

dS.dS
=

(ds− dS)(ds− dS + 2 dS)

dS.dS
= 2Eik

dXi

dS

dXk

dS
(41)

λPQ(λPQ + 2) = 2 Eikνiνk (42)
Niech przed odksztaªceniem dS le»y na OX1, to νj = δ1j, (ν1 = 1, ν2 = ν3 = 0). Z(41) mamy:

λ11(λ11 + 2) = 2 E11 ⇒ λ11 =
√

1 + 2E11 − 1 (43)

czyli wzgl¦dne wydªu»enie elementu liniowego dS = dX1 jest zale»ne od skªadowej E11. Niech:

P0Q0 ‖ X1, λPQ = λ11; ν1 = (1, 0, 0), ν1
i = δ1i

P0R0 ‖ X2, λPR = λ22; ν2 = (0, 1, 0), ν2
i = δ2i
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P PQ

Q

R R

dS

dS

ds

ds1

1

2
2

X

X1

2

Rysunek 5:

νi =
dXi

dS
, ν∗i =

dxi

ds

xi = ui + Xi ⇒ dxi =

(
∂ui

∂Xk

+ δik

)
dXk

ν∗i =

(
∂ui

∂Xk

+ δik

)

ds
dXk =

(
∂ui

∂Xk

+ δik

)
dXk

dS

dS

ds

ν∗i =

(
∂ui

∂Xk

+ δik

)

ds
dXk =

(
∂ui

∂Xk

+ δik

)
νk

1 + λ

cos ϕ12 = 0

ν∗
(1) · ν∗

(2) = cos ϕ∗12 =
2E12√

(1 + 2E11)(1 + 2E22)
(44)

Sze±¢ skªadowych Eij charakteryzuje odksztaªcenia ciaªa. Je±li Eij = 0, to λPQ = 0 oraz ϕ∗ = 0
⇒ to znaczy nie nast¦puje odksztaªcenie ciaªa.

1.3.3 Miara pr¦dko±ci odksztaªcenia
Pole pr¦dko±ci:

v(X, t) =
du

dt
=

d

dt
χ(X, t) (45)

Cz¦sto musimy oblicza¢ pola pr¦dko±ci wzgl¦dem poªo»enia ciaªa po odksztaªceniu:

v(x, t) =
d

dt
χ[χ−1(x, t), t] (46)

Jako miar¦ pr¦dko±ci odksztaªcenia, mo»emy wzi¡¢ wzgl¦dn¡ pr¦dko±¢ dwóch punktów material-
nych x i x + dx

dv =
∂v

∂x
dx (47)

To prowadzi do de�nicji gradientu pr¦dko±ci:

L = gradv = ḞF−1 (48)

Rozkªadamy L na cz¦±¢ symetryczn¡ i antysymetryczn¡:

D = 0.5 (L + LT ) ⇒ tensor pr¦dko±ci odksztaªcenia (49)

ω = 0.5 (L− LT ) ⇒ tensor pr¦dko±ci obrotu (50)



1.3 Stan odksztaªcenia 9

1.3.4 Przypadek maªych deformacji

F = 1 + gradu (51)

ε ≈ 1

2
(gradu + gradTu) (52)

D ≈ 1

2
(gradv + gradTv) =

d

dt
ε (53)

Cz¦±¢ antysymetryczn¡ gradu nazywamy tensorem obrotu:

ω =
1

2
(gradu− gradTu) (54)

Uwaga: Z równania (26)

Ejk =
1

2

(
∂uj

∂xk

+
∂uk

∂xj

+
∂ui

∂xj

∂ui

∂xk

)
= ejk +

1

2
(eij + ωij)(eik − ωik)

czyli Ejk ≈ εjk tylko kiedy εjk oraz ωjk s¡ maªe. Rozpatrzmy przykªad sko«czonego obrotu pr¦ta.

X,x

Y,y

R

(X,Y)

(x,y)

θ

θο

Mamy:
X = R cos ϑ0

Y = R sin ϑ0

x = R cos (ϑ + ϑ0)
y = R sin (ϑ + ϑ0)

Wektor przesuni¦cia w opisie Lagrange'a ma posta¢:

u(X, Y ) = x−X = R cos(ϑ + ϑ0)−R cos ϑ0 = X (cos ϑ− 1)− Y sin ϑ

v(X, Y ) = y − Y = X sin ϑ + Y (cos ϑ− 1)

Tensor maªych odksztaªce« w tym przypadku jest postaci:

εxx = cos ϑ− 1
εyy = cos ϑ− 1
εxy = 0

i nie mo»e opisa¢ dobrze sztywnego obrotu pr¦ta (nie ma tu odksztaªcenia, a εxx = εyy 6= 0). Je»eli
obliczymy tensor du»ych odksztaªce«, to on jest równy zeru, np.:

Exx =
∂u

∂X
+ (1/2)

[(
∂u

∂X

)2

+

(
∂v

∂X

)2
]

= (cos ϑ− 1) + (1/2)
[
(cos ϑ− 1)2 + sin2 ϑ

]
= 0

Jest to wa»ne w przypadku belek, powªok, kiedy odksztaªcenia s¡ maªe, ale k¡ty obrotu s¡ du»e.
Interpretacja skªadowych tensora maªych odksztaªce« i tensora obrotu przedstawiona na ry-

sunku:
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u

u

u

u

u

u

v

v

v

v

v

v

y

x

y

y

y

y

x

x

x

x

y

x

+

+

-

-

xy

xy =

=

=

θ

ε

2

2

ω

Rysunek 6: Interpretacja geometryczna skªadowych tensora ε i ω

1.3.5 Osie gªówne tensora maªych odksztaªce«
Tensor ε jest tensorem symetrycznym drugiego rz¦du. Kierunki gªówne tego tensora znajdujemy
z równania:

(εij − ε δij) nj = 0 (55)

ε3 − Iεε
2 + IIεε + IIIε = 0 (56)

gdzie:
Iε = εkk

IIε = 1/2( εiiεjj − εijεji)
IIIε = det εij = (1/6) εijk εmnp εim εjn εkp

(57)

Wzgl¦dna zmiana obj¦to±ci elementu ciaªa:

∆V −∆V0

∆V0

= εkk = divu (58)

Przykªad: Znale¹¢ kierunki i warto±ci gªówne tensora:

ε =




3 −1 0
−1 3 0
0 0 1


 .10−3 ⇒




4 0 0
0 2 0
0 0 1


 .10−3

1.3.6 Warunki nierodzielno±ci odksztaªce«
Motywacja: Kiedy rozwi¡zujemy zagadnienie pocz¡tkowo-brzegowe wzgl¦dem napr¦»enia, to po-
tem musimy obliczy¢ odksztaªcenia, by na koniec znale¹¢ pole przemieszczenia. Nasuwa si¦ pyta-
nie: Czy wszystkie pole odksztaªcenia mog¡ by¢ rozwi¡zaniem pewnego zagadnienia pocz¡tkowo-
brzegowego teorii liniowej spr¦»ysto±ci?

Odpowied¹ brzmi �nie�. S¡ pewne wi¦zy pomi¦dzy skªadowymi tensora odksztaªcenia (Sze±¢
skªadowych εij wyra»a si¦ przez trzy skªadowe wektora przemieszczenia u, zatem nie s¡ one nie-
zale»ne).

εphi εmjk εki,hj = 0 (59)
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gdzie εijk jest symbolem permutacyjnym lub

εij,kl + εkl,ij − εil,jk − εjk,il = 0 (60)

∂2ε11

∂x2
2

+
∂2ε22

∂x2
1

= 2
∂2ε12

∂x1 ∂x2

∂2ε22

∂x2
3

+
∂2ε33

∂x2
2

= 2
∂2ε23

∂x2 ∂x3

∂2ε33

∂x2
1

+
∂2ε11

∂x2
3

= 2
∂2ε31

∂x3 ∂x1

(61)

∂

∂x1

(
−∂ε23

∂x1

+
∂ε31

∂x2

+
∂ε12

∂x3

)
=

∂2ε11

∂x2∂x3

∂

∂x2

(
∂ε23

∂x1

− ∂ε31

∂x2

+
∂ε12

∂x3

)
=

∂2ε22

∂x3∂x1

∂

∂x3

(
∂ε23

∂x1

+
∂ε31

∂x2

− ∂ε12

∂x3

)
=

∂2ε33

∂x1∂x2

1.4 Stan napr¦»enia
• G¦sto±¢ masy [kg/m3]

% =
dm

dV
(62)

Σ
s

V

F

F

F

1

2

n

Rysunek 7: Schemat obci¡»enia ciaªa

Ci¡gªy rozkªad materii w okre±lonej obj¦to±ci mo»emy scharaktyzowa¢ za pomoc¡ jednej
wielko±ci skalarnej - g¦sto±ci masy.
Masa ciaªa M

M =

∫
dm =

∫

V

%dV (63)

Kiedy % = const, ciaªo jest jednorodne, wówczas M = % V .

• Siªy zewn¦trzne: powierzchniowe i obj¦to±ciowe (masowe)
Siªy zewn¦trzne mo»emy podzieli¢ na:
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s

V

d V

d m

d P

Rysunek 8: G¦sto±¢

- siªy rozªo»one na powierzchni (nacisk jednego ciaªa na drugie lub ci±nienie hydrostatyczne).
S¡ to siªy powierzchniowe
- siªy rozªo»one wewn¡trz obszaru ciaªa: siªy grawitacyjne, siªy magnetyczne... To s¡ siªy
masowe.
Na element dm o obj¦to±ci dV dziaªa siªa dP. Siªa masowa jest de�niowana jako:

b =
dP

dm
(64)

a siªa obj¦to±ciowa:
b∗ =

dP

dV
(65)

Na podstawie (62) mamy:
b∗ = %b (66)

Przykªad: Ciaªo w polu przyci¡gania ziemskiego dP = dmg. Wektor g jest przy±pieszeniem
ziemskim g = 9, 81m/s2. Siªa masowa b = g. Siªa obj¦to±ciowa b∗ = %g.

• Siªy wewn¦trzne. Wektor napr¦»enia

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
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xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

M

n

P

T

∆∆s

(n)

Rysunek 9: Wektor napr¦»enia

Podzielmy bryª¦ na dwie cz¦±ci przy pomocy pewnej powierzchni (Rys.9). W punkcie M
wstawiamy wektor normalny n skierowany na zewn¡trz. Wzajemne oddziaªywania obu cz¦-
±ci ciaªa na powierzchni podziaªu maj¡ charakter siª powierzchniowych. Wypadkowe od-
dziaªywania siª w otoczeniu powierzchniowym ∆S punktu M oznaczamy symbolem ∆P, za±
g¦sto±¢ powierzchniow¡ tych siª nazywamy wektorem napr¦»enia T(n) w punkcie M:

T(n) = lim
∆S→0

∆P

∆S
(67)
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• Napr¦»enia normalne i styczne
W ogólnym przypadku wektor napr¦»enia T(n) nie jest kolinearny z wektorem n, wi¦c mo-
»emy rozªo»y¢ go na skªadowe:

T(n) = σn + τ n (68)
gdzie σn jest napr¦»eniem normalnym, a τ n jest napr¦»eniem stycznym. Wiemy, »e:

σn = T(n) · n = T
(n)
i ni (69)

a napr¦»enie styczne:
τn =

√
T(n) ·T(n) − (σn)2 (70)

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
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xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

M

n T

∆s

(n)

n

nσ

τ

Rysunek 10: Napr¦»enie normalne i styczne

• Twierdzenie Cauchy'ego
Obieraj¡c dowoln¡ powierzchni¦ przechodz¡c¡ przez punkt M o kierunku n otrzymamy za
ka»dym razem inny wektor napr¦»enia, odpowiadaj¡cy obranej powierzchni. Kiedy znamy
zbiór wektorów Tn, mówimy, »e znamy stan napr¦»enia w punkcie M .
Mo»na poka»a¢, »e stan napr¦»enia jest okre±lony przez trzy wektory T(i) (i = 1, 2, 3),
odpowiadaj¡ce trzem wersorom ei

T(n) = T(i) ni (71)
Inaczej mówi¡c, kiedy znane s¡ trzy wektory napr¦»enia na trzech wzajemnie prostopadªych

x
3

x
1

2
x

T

T

T

(1)

(2)

(3)

11
12

13

21
22

23

31
32

33σ

σ

σ

σ σ

σ
σ

σ σ

Rysunek 11: Tensor napr¦»enia

powierzchniach, znamy wektor napr¦»enia dla dowolnego kierunku n.
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Tensor napr¦»enia σ:
T(n) = σ n ⇔ T

(n)
i = σijnj (72)

Przykªad: Tensor napr¦»enia w punkcie M ciaªa ma posta¢



7 0 2
0 5 0
2 0 4


 (MPa) (73)

Obliczy¢ wektor napr¦»enia, jego moduª, k¡t mi¦dzy T(n) i n, napr¦»enie normalne i styczne
dla kierunku n = (2/3,−2/3,−1/3)

Rozwi¡zanie: Warto±ci gªówne: σI = 8, σII = 5, σIII = 3 (MPa), T(n) = (4,−10/3, 0)(MPa),
σn = 44/9MPa, moduª = 5, 2MPa, cos θ ≈ 0.94; θ ≈ 200

• Napr¦»enia gªówne. Kierunki gªówne tensora napr¦»enia. Niezmienniki.
Kierunki n w punkcie M badanego ciaªa, dla których wektory napr¦»enia s¡ wspóªliniowe
z nimi, nazywamy kierunkami gªównymi, a odpowiadaj¡ce im napr¦»enia - napr¦»eniami
gªównymi. Warunek wspóªliniowo±ci tych wektorów ma posta¢:

T(n) = σn (74)

Z (72) wynika, »e:

σ n− σn = (σ − σ1)n = 0 ⇔ (σij − σ δij) nj = 0 (75)

Jest to ukªad trzech równa« algebraicznych jednorodnych ze wzgl¦du na skªadowe wektora
n. Poniewa» n · n = nini = n1

2 + n2
2 + n2

3 = 1, ukªad ma niezerowe rozwi¡zanie. Takie
rozwi¡zanie istnieje wtedy, gdy wyznacznik charakterystyczny:

det(σij − σ δij) = 0 (76)

σ3 − Iσ σ2 + IIσ σ − IIIσ = 0 (77)
gdzie wspóªczynniki Iσ, IIσ, IIIσ s¡ funkcjami skªadowych tensora napr¦»enia:

Iσ = σii

IIσ =
1

2
(σii σjj − σij σji) =

∣∣∣∣
σ11 σ12

σ21 σ22

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
σ22 σ23

σ32 σ33

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
σ33 σ31

σ13 σ11

∣∣∣∣

IIIσ =
1

6
εijkεpqr σip σjq σkr = det(σij)

(78)

Iσ, IIσ, IIIσ nazywamy niezmiennikami tensora napr¦»enia.
Równanie (77) ma trzy pierwiastki rzeczywiste. Ka»demu pierwiastkowi σk odpowiada jeden
kierunek n(k), czyli kierunek gªówny. Wynika z tego, »e w ka»dym punkcie istniej¡ trzy
kierunki gªówne.
Na kierunkach gªównych:

Iσ = σ1 + σ2 + σ3

IIσ = σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ1

IIIσ = σ1σ2σ3

(79)
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Przykªad: Tensor napr¦»enia 


3 1 1
1 0 2
1 2 0


 (MPa) (80)

Równanie σ3− 3σ2− 6σ +8 = σ3 +23− 3σ(σ +2) = (σ +2)(σ− 4)(σ− 1) = 0, σI = 4, σII =
1, σIII = −2 (MPa)

n(1) = (0, 1/
√

2,−1/
√

2)

n(2) = (1/
√

3,−1/
√

3,−1/
√

3)

n(3) = (−2/
√

6,−1/
√

6,−1/
√

6)

• Rozkªad tensora napr¦»enia
�rednia warto±¢ skªadowych napr¦»e« normalnych

p =
1

3
(σ11 + σ22 + σ33) (81)

nazywana jest ci±nieniem hydrostatycznym. Tensor pδij nazywany jest tensorem kulistym
lub cz¦±ci¡ izotropow¡ tensora napr¦»enia




p 0 0
0 p 0
0 0 p


 (82)

Cz¦±¢ tensora napr¦»enia pozostaªa po odj¦ciu cz¦±ci izotropowej nazywamy dewiatorem
napr¦»enia sij = σij − p δij:

sij =




s11 s12 s13

s21 s22 s23

s31 s32 s33


 =




σ11 − p σ12 σ13

σ21 σ22 − p σ23

σ31 σ32 σ33 − p


 (83)

Mo»emy wyznaczy¢ kierunki gªówne dewiatora. Speªniaj¡ one równania:

(sij − s δij) nj = 0 (84)

a równanie charakterystyczne ma posta¢:

s3 − IIs s− IIIs = 0 (85)

gdzie niezmienniki wyra»aj¡ si¦ nast¦puj¡co:

Is = sii

IIs =
1

2
sij sji

IIIs =
1

3
sij sjk ski = det(sij)

(86)

Kierunki gªówne dewiatora pokrywaj¡ si¦ z kienkunkami gªównymi tensora napr¦»enia. Na
kierunkach gªównych:

Is = s1 + s2 + s3 = 0
IIs = −(s1s2 + s2s3 + s3s1)

IIIs = s1s2s3

(87)
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Is = 0

IIs =
1

3
(I2

σ − 3 IIσ) =
1

6

[
(σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ3 − σ1)

2
]

IIIs =
1

27
(2 I3

σ − 9 Iσ IIσ + 27 IIIσ)

(88)

Inne tensory napr¦»enia
W kon�guracji odniesienia mamy: g¦sto±¢ %0, siª¦ obj¦to±ciow¡ b0, element powierzchni dA. W kon�guracji

aktualnej: g¦sto±¢ %, siª¦ obj¦to±ciow¡ b, element powierzchni da. N jest wektorem jednostkowym normalnym do
dA, za± n jest wektorem jednostkowym normalnym do da. Wiemy, »e:

konfiguracja
odniesienia

konfiguracja
aktualna

χ

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

n

da

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

dA

N

dP

Rysunek 12:

J = detF
b0 = J b
%0 = J %

n da = J NF−1 dA

(89)

Mamy ró»ne de�nicje napr¦»e«:

nσ = lim
da→0

dP
da

(90)

⇒ tensor napr¦»enia Cauchy'ego σ

NS = lim
dA→0

dP
dA

(91)

⇒ tensor napr¦»enia Pioli Kirchho�'a 1-ego rodzaju S = J F−1σ

Nπ = lim
dA→0

F−1dP
dA

(92)

⇒ tensor napr¦»enia Pioli Kirchho�'a 2-ego rodzaju π = J F−1σF−T

Interpretacje �zyczne ró»nych tensorów napr¦»enia:

∗- Skªadowe tensora napr¦»enia Cauchy'ego σ to siªy aktualne przypadaj¡ce na jednostk¦ pola odksztaªconego ciaªa.

∗- Skªadowe tensora napr¦»enia Pioli Kirchho�'a 1-go rodzaju (nominalnych) S to siªy aktualne na jednostk¦ pola
nie odksztaªconego ciaªa.

∗- Nie ma prostych interpretacji dla tensora Pioli Kirchho�'a 2-go rodzaju.
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Te tensory napr¦»enia s¡ odpowiednio uogólnionymi siªami dla uogólnionych miar odksztaªcenia D, F oraz E , to
znaczy:

Ẇ = σ ·D = S · Ḟ = π · Ė (93)

W przypadku maªych deformacji: F = 1 + gradu, detF ≈ 1 + divu

σ ≈ 1
1 + divu (1 + gradu)S =

1
1 + divu (1 + gradu)π (1 + gradu)T

zatem:
σ ≈ S ≈ π (94)

1.5 Prawa zachowania
Wszystkie globalne prawa zachowania maj¡ posta¢:

dI

dt
=

∫

V

fdV +

∫

S

gdS (95)

gdzie: I =
∫
V

M(x, t)dV . Funkcje M, f s¡ okre±lone na V , funkcja g jest okre±lona na S.

• Zachowanie masy, równanie ci¡gªo±ci:
W tym przypadku M = %. Caªka

∫
V

%dV jest mas¡ caªego ciaªa. We wzorze (95) f = g = 0.

Korzystaj¡c ze wzoru (1.1) otrzymamy globaln¡ zasad¦ zachowania masy:

d

dt

∫

V

%dV = 0 (96)

st¡d mamy lokaln¡ zasad¦:
%̇ + % divv = 0 (97)

• Zachowanie p¦du, równanie ruchu:
Teraz M = %v jest p¦dem (v jest pr¦dko±ci¡ punktu). Prawa strona (95) jest sum¡ siª
obj¦to±ciowych i powierzchniowych, za± f = %F, g = T(n). Wówczas globalna zasada
zachowania p¦du:

d

dt

∫

V

%vdV =

∫

V

%bdV +

∫

S

T(n)dS (98)

∫

V

(
d(%v)

dt
+ (%v)divv

)
dV =

∫

V

%bdV +

∫

S

(σn)dS

%̇v + % v̇ + (%v) div (v) = %b + div σ

(%̇ + % divv )︸ ︷︷ ︸
0

v + % v̇ = %b + div σ

czyli lokalna zasada jest postaci:
divσ + %b = % v̇ (99)
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Uwaga: Równania ruchu dla ró»nych miar napr¦»e« (b∗ = %b: siªa obj¦to±ciowa w kon�guracji aktualnej ):

divσ + b∗ = %
dv
dt

∣∣∣∣
X

= %
∂v
∂t

∣∣∣∣
x

+ %v gradxv

divS + b∗
0 = %0

∂v
∂t

∣∣∣∣
X

div(π FT) + b∗
0 = %0

∂v
∂t

∣∣∣∣
X

(100)

• Zachowanie momentu p¦du (kr¦tu) → Tensor napr¦»enia jest symetryczny, σ = σT

Niech M = r × %v b¦dzie momentem p¦du wzgl¦dem punktu O, za± r =
−−→
OM . f =

r× %b, g = r×T(n) s¡ momentami odpowiednich siª wzgl¦dem punktu O. Globalna zasada
zachowania momentu p¦du ma posta¢:

d

dt

∫

V

r× %vdV =

∫

V

r× %b dV +

∫

S

r×T(n)dS (101)

Poka»emy, »e z powy»szego równania otrzymuje si¦ symetryczno±¢ tensora napr¦»enia:

d

dt

∫

V

r× %vdV =

∫

V

r× %bdV +

∫

S

r× (σ n)dS

(v × %v) + r× (%v). + (r× %v) div v = r× %b + (σ − σT) + r × divσ
r× (%v). + (r× %v) div v = r× %b + (σ − σT) + r × divσ

r× %̇v + r× %v̇ + (r× %v) div v = r× %b + (σ − σT) + r × divσ
r× %̇v + (r× %v) div v︸ ︷︷ ︸

0
= (σ − σT ) + r × divσ + r× %b− r× %v̇︸ ︷︷ ︸

0
st¡d lokalna zasada zachowania momentu p¦du daje:

σ = σT

Inny dowód w indeksach: gªówny moment wszystkich siª dziaªaj¡cych na ciele jest równy
zeru: ∫

V

εijkxjb
∗
kdV +

∫

S

εijkxjT
(n)
k dS = 0

∫

V

εijkxjb
∗
kdV +

∫

S

εijkxj(σlknl)dS = 0

∫

V

εijkxjb
∗
kdV +

∫

V

εijkxj,lσlkdV +

∫

V

εijkxjσlk,ldV = 0

∫

V

εijk [xj(σlk,l + b∗k) + δjlσlk] dV = 0

εijkσjk = 0
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σjk = σkj

Uwaga: Dla innych miar napr¦»enia
σ = σT

(FS) = (FS)T

π = πT
(102)

• Zachowanie energii (pierwsze prawo termodynamiki)
Niech u b¦dzie energi¡ wewn¦trzn¡ na jednostk¦ masy. M = %(u+1/2v ·v) jest sum¡ energii
wewn¦trznej i kinetycznej ciaªa. f = %b · v jest moc¡ siª obj¦to±ciowych, a g = g1 + g2.
Tu g1 = T(n) · v jest moc¡ siª powierzchniowych a g2 = −q · n jest pr¦dko±ci¡ ciepªa
doprowadzonego do ciaªa z otoczenia przez powierzchni¦, gdzie q jest wektorem strumienia
ciepªa, [q] = [J/m2 s]. Globalna posta¢ zasada zachowania energii ma posta¢:

d

dt

∫

V

%

(
u +

1

2
v · v

)
dV

︸ ︷︷ ︸
dE

dt
+

dC

dt

=

∫

V

%b · vdV +

∫

S

T(n) · vdS

︸ ︷︷ ︸
d′W
dt

−
∫

S

q · n dS

︸ ︷︷ ︸
+

d′Q
dt

(103)

dE  dC

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
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d'Q

d'W

dt

dt

dt

dt
,

Rysunek 13: Pierwsze prawo termodynamiki

%u̇ + %̇u + %v · v̇ +
1

2
%̇v · v + (%u +

1

2
v · v)divv = %b · v + divσ · v + σ · gradv − divq

po skróceniu otrzymamy lokaln¡ posta¢ pierwszego prawa termodynamiki:

%u̇ = σ ·D− div q (104)

gdzie D jest tensorem pr¦dko±ci odksztaªcenia

D =
1

2
(gradv + gradTv) (105)

Pr¦dko±¢ zmiany energii wewn¦trznej ciaªa równa si¦ sumie mocy napr¦»enia oraz przepªywu
ciepªa z otoczenia.

Uwaga: Moc siª zewn¦trznych dla ró»nych miar napr¦»e«
Z równania ruchu:

σij,j + %bi = % v̇i

mno»ymy obie strony przez vi:
σij,j vi + %bi vi = % v̇i vi
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(σij vi),j − σij vi,j + %bivi = % v̇i vi

Caªkujemy: ∫

V

σij vjdV −
∫

V

(σij Dij)dV +
∫

V

%bividV =
∫

V

%v̇i vidV

Ẇ ≡
∫

S

Tn v dS +
∫

V

%b · vdV =
∫

V

σD dV +
∫

V

%v̇ · v dV

zatem:
Ẇ =

∫

V

(σL)dV +
d

dt

∫

V

1
2

%v · v dV (106)

W =
∫

V0

(SḞ)dV +
d

dt

∫

V0

1
2

%0 v · v dV (107)

W =
∫

V0

(πĖ)dV +
d

dt

∫

V0

1
2

%0 v · v dV (108)

• Drugie prawo termodynamiki.
Pierwszwe prawo termodynamiki mówi, »e praca i ciepªo s¡ równowa»ne w sensie Joule (dana
ilo±¢ pracy wytwarza tak¡ sam¡ ilo±¢ ciepªo). Jednak w rzeczywistych procesach termody-
namicznych zawsze wyst¦puje dysypacja. Caªkowita energia zostaje zachowana ale pewna
jej cz¦±¢ ulegnie rozproszeniu w postaci ciepªa do otoczenia. Praca mo»e by¢ przeksztaª-
cona w ciepªo, ale ze wzgl¦du na dysypacji, odwrotny proces nie jest mo»liwy. Reczywisty
proces termodynamiczny jest nieodwracalny mimo »e energia w nim jest zachowana (np. we-
wn¦tzne tarcia - energia kinetyczna zamieniona na ciepªo, przewodzenie ciepªa- rozpraszanie
energii do otoczenia...). Drugie prawo termodynamiki mówi, »e energia ma jako±¢. Wprowa-
dzamy pewn¡ wielko±¢ �zyczn¡, zwann¡ entropii, która wyra»a ró»nic¦ mi¦dzy u»ytecznymi
przemianami energii a energi¡ rozpraszan¡, bezpowrotnie tracon¡.
Postuluje si¦ istnienie dwóch funkcji:

� Temperatura absolutna T (T > 0)

� Entropia S, lub entropia wªa±ciwa s

S =

∫

V

%sdV (109)

Entropia zmienia si¦ przez oddziaªywania ciaªa z otoczeniem oraz zmiany zachodz¡ce we-
wn¡trz ciaªa:

dS = dS(e) + dS(i) (110)
gdzie:

ds(e) =
dQ

T
(111)

dS(i) ≥ 0 dS(i) = 0 dla procesu odwracalnego (112)
czyli:

dS(i) = dS − dS(e) ≥ 0 (113)
st¡d po wstawieniu:

dS

dt
− 1

T

dQ

dt
≥ 0 (114)

Jest to nierówno±¢ Clausiusa-Duhema.



1.5 Prawa zachowania 21

Przykªad: Niech system skªada si¦ z dwóch cz¦±ci, z temperaturami T1 i T2. W procesie
przewodnictwa, pewna ilo±¢ ciepªa przechodzi z cz¦±ci pierwszej do cz¦±ci drugiej. Entropia
pierwszej cz¦±ci zmniejsza si¦ o dS1 = −dQ/T1, a entropia cz¦±ci drugiej zwi¦ksza si¦ o
dS2 = dQ/T2. Entropia caªego systemu teraz wynosi

dS = dQ(1/T2 − 1/T1) ≥ 0

st¡d T1 > T2, czyli ciepªo przechodzi z ciaªa o wy»szej temperatury do ciaªa o ni»szej
temperaturze.
Z (114) mamy globaln¡ drug¡ zasad¦ termodynamiki:

d

dt

∫

V

%s dV +

∫

S

q · n
T

dS =

∫

V

%ṡ dV +

∫

S

q · n
T

dS ≥ 0 (115)

Korzystaj¡c ze wzoru Ostrogradskiego-Gaussa:
∫

V

%ṡ dV +

∫

V

div
(q

T

)
dV ≥ 0 (116)

otrzymamy lokalne drugie prawo termodynamiki w postaci:

%ṡ +
1

T
divq− 1

T 2
q · gradT ≥ 0 (117)

%ṡ +
1

T
qi , i − 1

T 2
qi T, i ≥ 0

Z (104) mamy qi, i = σ ·D− % u̇. Wstawimy to do drugiego prawa termodynamiki otrzymamy:

σ ·D− % (u̇− T ṡ)︸ ︷︷ ︸
nieodwracalno±¢ mechaniczna

− 1
T

qi T, i

︸ ︷︷ ︸
nieodwracalno±¢ termiczna

≥ 0 (118)

Oznaczmy przez D = σij Dij − % (u̇ − T ṡ) oraz ϕ = u − Ts. D jest dysypacj¡ energii mechanicznej a ϕ jest
nazywana energi¡ swobodn¡. Zwykle rozkªadamy σij Dij = σij De

ij + σij Dp
ij , a energia swobodna jest funkcj¡:

ϕ = ϕ(εe, T, κ) (119)

gdzie ˙εe
ij = De

ij , za± κ jest tzw. parametrem wzmocnienia wewn¦trznego.

ϕ̇ = u̇− T ṡ− s Ṫ

u̇− T ṡ = ϕ̇ + s Ṫ

ϕ̇ =
∂ϕ

∂εe
ij

˙εe
ij +

∂ϕ

∂T
Ṫ +

∂ϕ

∂κ
κ̇

st¡d
s = −∂ϕ

∂T
σij = −%

∂ϕ

∂εij

oraz
D = σij Dp

ij +
∂ϕ

∂κ
κ̇

Przewodnictwo cieplne w ciaªach izotropowych speªnia prawo przewodnictwa Fouriera:

q = −k gradT (120)
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gdzie k jest wspóªczynnikiem przewodnictwa cieplnego ([k] = [J/(mK s)]). k > 0 bo ciepªo zawsze
przepªywa z obszaru o wy»ej temperaturze do obszaru o ni»szej temperaturze.

Niech cv b¦dzie ciepªem wªa±ciwym przy staªym odksztaªceniu (o wymiarze [c] = [J/(kg K)])
to równanie kalorymetryczne przyjmuje posta¢:

− divq = % cv Ṫ (121)

Wszystkie równania grupujemy w tablicy.

Mechanika o±rodków ci¡gªych Nowe niewiadome Ilo±¢ niewiadom. Ilo±¢ równa«
Zwi¡»ki kinematyczne u̇i = vi ui, vi 6 3
Zwi¡»ki kinematyczne εij = 1/2(ui, j + uj, i) εij 6 6
Zwi¡»ki kinematyczne Dij = 1/2(vi, j + vj, i) Dij 6 6
Równanie ci¡gªo±ci %̇ + % vi, i = 0 % 1 1
Równanie ruchu σij, j + % bi = % v̇i σij 6 3
I prawo termodynamiki %u̇ = σij Dij − qi, i u, qi 4 1
II prawo termodynamiki %ṡ +

1

T
qi , i − 1

T 2
qi T, i ≥ 0 s, T 2 1

Prawo Fouriera qi = −k T, i 3
Równanie kaloryczne −qi, i = % cv Ṫ 1

31 niewiadomych, 25 równa« 31 25
Zwi¡»ki �zyczne σij = fij(εkl, T ) 6

31 niewiadomych, 31 równa« 31 31

Do zamkni¦cia tego ukªadu brakuje nam sze±ciu równa«. Równania te ª¡cz¡ ze sob¡ stan
napr¦»enia i stan odksztaªcenia:

σij = fij (εkl) (122)

i zale»¡ one od konkretnego materiaªu. Równania (122) nazwiemy zwi¡»kami �zycznymi lub
równaniami konstytutywnymi. Jest to odpowied¹ materiaªu na dziaªaj¡ce obci¡»enia mechaniczne
i termiczne.

2 Liniowa termospr¦»ysto±¢
2.1 Równania konstytutywne dla ciaª liniowych spr¦»ystych
Cel: znale¹¢ zwi¡zek mi¦dzy σ i E. Ogólnie zwi¡zek ten wyprowadzamy dla przypadku du»ych
odksztaªce«.

Zaªo»enie 1 (Dziaªanie lokalne): Napr¦»enia w punkcie X zale»¡ tylko od deformacji w maªym
otoczeniu punktu X. Musimy zatem tylko bada¢ przypadek odksztaªcania jednorodnego.

Zaªo»enie 2 (Równanie stanu): Stan jest kompletnie okre±lony kiedy znamy odksztaªcenie E
i temperatur¦ T .
Wniosek: istnieje funkcja wªa±ciwej energii wewn¦trznej u(E, s) gdzie s jest wªasciw¡ entro-
pi¡. Funkcje u(E, s) i s(E, T ) opisuj¡ kompletnie materiaª. Mo»emy równie» wprowadzi¢
energi¦ swobodn¡ ϕ = u− Ts. Znaj¡c u lub ϕ, mamy zwi¡zek mi¦dzy π i E.

• Izotermiczne proces: Rozpatrzmy proces E → E + dE, s → s + ds
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du =
∂u

∂E

∣∣∣∣
s=const

dE +
∂u

∂s

∣∣∣∣
E=const

ds (123)

Przypomnijmy, »e pierwsze prawo termodynamiki:

%0du = dW + dQ.

dW = π · dE jest praca wykonana nad ciaªem na jednostk¦ obj¦to±ci, dQ ilo±ci¡ ciepªa
pobranego z otoczenia. Z drugiego prawa termodynamiki dQ = %0Tds. St¡d:

π(E, s) = %0
∂u

∂E

∣∣∣∣
s=const

T =
∂u

∂s

∣∣∣∣
E=const

(124)

• Izentropowe proces (entropia jest staªa, wtedy divq = 0. Proces izentropowy jest procesem
lokalnie adiabatycznym): jest to proces E → E + dE, T → T + dT . Wówczas mamy:

dϕ =
∂ϕ

∂E

∣∣∣∣
T=const

dE +
∂ϕ

∂T

∣∣∣∣
E=const

dT (125)

Teraz dϕ = du− Tds− sdT , st¡d:

dϕ =
1

%0

dW + Tds− Tds− sdT =
1

%0

π · dE− sdT (126)

zatem:
π(E, T ) = %0

∂ϕ

∂E

∣∣∣∣
T=const

s = − ∂ϕ

∂t

∣∣∣∣
E=const

(127)

Podsumowuj¡c, mamy dwie alternatywne relacje dla napr¦»enia:

π(E, s) = %0
∂u

∂E

∣∣∣∣
s=const

π(E, T ) = %0
∂ϕ

∂E

∣∣∣∣
T=const

(128)

• Linearyzacja relacji (128): Zakªadamy, »e E jest maªe oraz w kon�guracji odniesienia jest
wolne od napr¦»e«. Rozwini¦cie powy»szego wzoru w szereg Taylor'a daje:

πij(E, s) =
∂πij

∂Ekl

∣∣∣∣
s=const

Ekl +
∂πij

∂s

∣∣∣∣
E=const

ds

πij(E, T ) =
∂πij

∂Ekl

∣∣∣∣
T=const

Ekl +
∂πij

∂T

∣∣∣∣
E=const

dT
(129)

Wprowad¹my oznaczenia:

Ca
ijkl =

∂πij

∂Ekl

∣∣∣∣
s=const

= %0
∂2u

∂Eij∂Ekl

∣∣∣∣
s=const

adiabatyczne moduªy spr¦»yste

Ci
ijkl =

∂πij

∂Ekl

∣∣∣∣
T=const

= %0
∂2ϕ

∂Eij∂Ekl

∣∣∣∣
T=const

izotermiczne moduªy spr¦»yste
(130)

oraz:
bij =

∂πij

∂s

∣∣∣∣
s=const

=
∂2u

∂s2

∣∣∣∣
s=const

aij =
∂πij

∂T

∣∣∣∣
T=const

=
∂2ϕ

∂T 2

∣∣∣∣
T=const

(131)

otrzymamy wówczas prawo Hooke'a.
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• Funkcje u oraz ϕ s¡ dodatnio okre±lone.

• Symetria

� Cijkl = Cjikl poniewa» πij = πji

� Cijkl = Cklij poniewa» ∂2

∂Eij∂Ekl

=
∂2

∂Ekl∂Eij

� Cijlk = Cjikl poniewa» mamy (1) i (2).

Wniosek: Cijl ma 21 niezale»nych skªadowych.




σ11

σ22

σ33

σ12

σ23

σ31




=




C1111 C1122 C1133 C1112 C1123 C1131

C1122 C2222 C2233 C2212 C2223 C2231

C1133 C2233 C3333 C3312 C3323 C3331

C1112 C2212 C3312 C1212 C1223 C1231

C1123 C2223 C3323 C1223 C2323 C2331

C1131 C2231 C3331 C1231 C2331 C3131







ε11

ε22

ε33

2ε12

2ε23

2ε31




(132)

Je»eli materiaª ma jedn¡ pªaszczyzn¦ symetrii, niech na przykªad Ox2 x3 jest t¡ pªaszczyzn¡.
Wykonujemy tak¡ zmian¦ ukªadu wspóªrz¦dnych:

x
′
1 = −x1, x

′
2 = x2, x

′
3 = x3

wtedy w nowym ukªadzie skªadowe wektora przemieszczenia wynosz¡:

u
′
1 = −u1, u

′
2 = u2, u

′
3 = u3

Dla tensora odksztaªcenia: ε
′
21 = −ε21, ε

′
31 = −ε31 a pozostaªe- bez zmiany. Przy takiej

zmianie ukªadu, tensor napr¦»enia si¦ nie zmienia ze wzgl¦du na symetri¦. Ze wzorów
napr¦»enia w nowym ukªadzie mamy przykªadowo:

σ
′
33 = C1133ε

′
11 + C2233ε

′
22 + C3333ε

′
33 + 2C3312ε

′
12 + 2C3323ε

′
23 + C3331ε

′
31

σ
′
33 = C1133ε11 + C2233ε22 + C3333ε33 − 2C3312ε12 + 2C3323ε23 − 2C3331ε31

Z drugiej strony:

σ33 = C1133ε11 + C2233ε22 + C3333ε33 + 2C3312ε12 + 2C3323ε23 + C3331ε31

Poniewa» σ
′
33 = σ33, musimy mie¢ C3312 = C3331 = 0. W ten sam sposób mo»na pokaza¢, »e:

C1112 = C1113 = C2212 = C2213 = C3312 = C3313 = 0

Mamy wi¦¢ teraz tylko 13 staªych niezle»nych.



σ11

σ22

σ33

σ12

σ23

σ31




=




C1111 C1122 C1133 0 C1123 0
C2222 C2233 0 C2223 0

C3333 0 C3323 0
C1212 0 C1231

(symetria) C2323 0
C3131







ε11

ε22

ε33

2ε12

2ε23

2ε31




(133)
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Dla materiaªu ortotropowego, który ma 3 ortogonalne osie symetrii, mamy tylko 9 staªych:



σ11

σ22

σ33

σ12

σ23

σ31




=




C1111 C1122 C1133 0 0 0
C2222 C2233 0 0 0

C3333 0 0 0
C1212 0 0

(symetria) C2323 0
C3131







ε11

ε22

ε33

2ε12

2ε23

2ε31




(134)

• Maªe deformacje:

πij ≈ σij Ekl ≈ εkl T = T0 + ∆T s = s0 + ∆s

σij = C i
ijklεkl + bij∆T (135)

σij = Ca
ijklεkl + aij∆s (136)

Mo»emy mierzy¢ Ci
ijkl lub Ca

ijkl w warunkach izotermicznych lub adiabatycznych. Jednak
ró»nice s¡ maªe i zwykle je pomijamy.
Mo»emy wyprowadzi¢ zwi¡zki odwrotne. S¡ one postaci:

εij = C−1
ijklσkl + αij∆T (137)

εij = C−1
ijklσkl + βij∆s (138)

Cijkl- tensor moduªów spr¦»ystych. C−1
ijkl- tensor podatno±ci. αij- wspóªczynnik rozszerzal-

no±ci termicznej.

• Energia odksztaªcenia: Powy»sze równania maj¡ wa»n¡ konsekwencj¦. Dla ciaª liniowo-
spr¦»ystych, istnieje funkcja Φ taka, »e

σij =
∂Φ

∂εij

(139)

oraz mo»emy pokaza¢, »e:
Φ =

1

2
σij εij =

1

2
Cijkl εij εkl (140)

• Dla ciaª izotropowych, tensor Cijkl ma posta¢

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (141)



σ11

σ22

σ33

σ12

σ23

σ31




=




λ + 2µ λ λ 0 0 0
λ λ + 2µ λ 0 0 0
λ λ λ + 2µ 0 0 0
0 0 0 µ 0 0
0 0 0 0 µ 0
0 0 0 0 0 µ







ε11

ε22

ε33

2ε12

2ε23

2ε31




(142)

a prawo Hooke'a:
σij = λ εkkδij + 2µ εij (143)

• Relacja mi¦dzy staªymi spr¦»ystymi.
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� �ciskanie hydrostatyczne: Je»eli σij = −σmδij, to stosunek σm/(−εkk) ≡ K, st¡d:

K = λ + 2/3 µ

. K jest moduªem spr¦»ysto±ci obj¦to±ciowej.
� Proste ±ciskanie: Je»eli σ11 = −fc, a pozostaªe σij = 0, to stosunek σ11/ε11 = E

nazywana moduªem Young'a:

E =
µ(3λ + 2µ)

µ + λ

Stosunek −ε22/ε11 = ν nazywamy wspóªczynnikiem Poisson'a:

ν =
λ

2(λ + µ)

� Czyste ±cinanie: Jezeli tylko σ12 = σ21 6= 0 a pozostaªe skªadowe s¡ równe zeru, to
stosunek σ12/2ε12 = G nazywamy moduªem spr¦»ysto±ci przy ±cinaniu. Mamy wówczas:

G = µ

• Organiczenia naªo»one na staªe spr¦»yste.
Przypominamy, »e Φ = 0.5 σijεij > 0 dla wszystkich εij 6= 0. Korzystaj¡c z prawa Hooke'a,
mo»emy wyrazi¢ Φ poprzez niezmiennniki tensora napr¦»enia:

Φ =
1

2E

[
I2
σ − 2(1 + ν)IIσ

]
(144)

wi¦c w ukªadzie kierunków gªównych mamy:

Φ =
1

2E

[
(1 + ν)(σ2

1 + σ2
2 + σ2

3)− ν(σ1 + σ2 + σ3)
2
]

(145)

lub:

Φ =
1

2E

{
(1 + ν)[(σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ3 − σ1)

2)] + (1− 2ν)(σ1 + σ2 + σ3)
2]

}
(146)

Ze wzoru (145)
σ1 = −1; σ2 = σ3 = 0; Φ > 0 ⇒ E > 0

σ1 = −(σ2 + σ3) = 1; Φ > 0 ⇒ 1 + ν > 0

σ1 = σ2 = σ3 = 1; Φ > 0 ⇒ 1− 2ν > 0

oraz je±li: E > 0, 1− 2ν > 0, (1 + ν) > 0, to z (146) mamy Φ > 0.

• Zagadnienia brzegowe i pocz¡tkowe: Ciaªo zajmuje obszar V z brzegiem S = Su +Sσ. Dane
s¡ Cijkl, g¦sto±¢ % i siªy obj¦to±ciowe b. Znale¹¢ pole przemieszczenia u, odksztaªcenia ε i
napr¦»enia σ, które speªniaj¡ równanie ruchu w obszarze V , warunki pocz¡tkowe u(X, t0) =
u(0)(X); u̇(X, t0) = v(0)(X) dla V oraz warunki brzegowe: u(X, t) = u∗(X, t) na Su oraz
σn = Σ na Sσ.
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Rysunek 14:

2.2 Prawo Hooke'a
Rozkªadamy tensor odksztaªcenia na 2 cz¦±ci:

εij = ε
(σ)
ij + ε

(T )
ij (147)

gdzie:
- ε

(σ)
ij - odksztaªcenie spowodowane przez pole napr¦»e«.

- ε
(T )
ij - odksztaªcenie spowodowane przez pole temperatury.

Dla materiaªu izotropowego, prawo Hooke'a ma posta¢:

ε
(σ)
ij =

1

2µ

(
σij − λ

3λ + 2µ
δij σkk

)

ε
(T )
ij = α(T − T0 )δij

(148)

gdzie:
λ =

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)

µ =
E

2(1 + ν)

(149)

s¡ wspóªczynnikami Lamégo, E- moduª Young'a, ν - wspóªczynnik Poissona, a α jest wspóªczyn-
nikiem liniowej rozszerzalno±ci termicznej.

Podsumowuj¡c, mamy 6 równa«:

εij =
1

2µ

(
σij − λ

3λ + 2µ
δij σkk

)
+ α(T − T0 )δij

σij = λ δij εkk + 2µ εij − (3λ + 2µ) α δij (T − T0)

(150)
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Pomijaj¡c wpªyw temperatury, otrzymujemy prawo Hooke'a w postaci:

εij =
1

E
[ (1 + ν) σij − ν σkk δij ]

σij =
E

1 + ν

[
εij +

ν

1− 2ν
εkk δij

] (151)

Dla o±rodka spr¦»ystego, z (111) mamy ds = ds(e) =
dQ

T
, zatem:

% T ṡ =
dQ

dt
= qi, i (152)

% T

(
∂s

∂εij

˙εij +
∂s

∂T
Ṫ

)
= qi, i (153)

Z drugiej strony:
cv = T

∂s

∂T
= −T

∂2ϕ

∂T 2

∂s

∂εij

= − ∂2ϕ

∂εij ∂T
= −1

%

∂σij

∂T

−qi, i = k ∆T korzystaj¡c z prawa Fouriera qi = −k T, i

∂σij

∂T
= −(3λ + 2µ) α δij patrz. (150)

wi¦c równanie (153) napiszemy w postaci:

k ∆T = % cv Ṫ + (3λ + 2µ) α T ε̇kk (154)

Równanie to sprz¦ga ze sob¡ pole temperatury i pole przemieszcze«.
Ostatecznie, otrzymujemy nast¦puj¡cy ukªad równa«:

Liniowa termospr¦»ysto±¢ Ilo±¢ równa«
Zwi¡zki kinematyczne εij = 1/2(ui, j + uj, i) 6
Równanie ci¡gªo±ci %̇ + % u̇i, i = 0 1
Równanie ruchu σij, j + % bi = % üi 3
Sprz¦»enie termo-mechaniczne k ∆T = % cv Ṫ + (3λ + 2µ) α T ε̇kk 1
Prawo Hooke'a σij = λ δij εkk + 2µ εij − (3λ + 2µ) α δij (T − T0) 6

Jest to ukªad 17 równa« z 17 niewiadomymi: %(1); ui(3); εij(6); σij(6), T (1). Rozwi¡zania tego
ukªadu musz¡ speªnia¢ warunki pocz¡tkowe i brzegowe.

2.3 Energia odksztaªcania spr¦»ystego

W =
1

2
σij εij =

1

2

(
sij +

1

3
σkk δij

) (
eij +

1

3
εmm δij

)
(155)

W =
1

2
sijeij +

1

6
σkkεmm (156)
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Energia spr¦»ysta odksztaªcania postaciowego:

W (1) =
1

2
sijeij =

1

2
sij

sij

2G
=

IIs

2G
=

1 + ν

E
IIs (157)

Energia spr¦»ysta odksztaªcania obj¦to±ciowego:

W (2) =
1

6
σkkεmm =

1

6
Iσ Iε =

1

6
Iσ

Iσ

3K
=

I2
σ

18K
=

1− 2ν

6E
I2
σ (158)

2.4 O wpªywie temperatury
1. W przypadku jednowymiarowym, odksztaªcenie termiczne wynosi:

εT = α ∆T (159)

Materiaª α (× 10−6/K)
Aluminium 19, 1÷ 22, 2

Br¡z 18÷ 21
Szkªo 5÷ 11
Beton 7÷ 14
Stal 10÷ 18

Z prawa Hooke'a, σ = Eε = E α ∆T . Na przykªad dla stali, przy E = 280MPa, ∆T = 100K,
napr¦»enie wynosi:

280× 10× 10−6 × 100 = 280kPa

czyli jest powównywalne z obci¡»eniem mechanicznym spotykanym w praktyce. Zmiana dªugo±ci
pr¦ta wynosi wtedy ∆l = α ∆T l.

T

T
x dx

1

2

h

T  > T12

h/2

h/2

T1

dxTsred

T2 (T  - T ) dx

1(T  - T ) dx0α

2 0

xxxxxxxxx
xxxxxxxxx
xxxxxxxxx
xxxxxxxxx
xxxxxxxxx
xxxxxxxxx
xxxxxxxxx

α

dϕ

Rysunek 15: Wpªyw temperatury na konstrukcj¦

2. Zakªadamy, »e dla belki rozkªad temperatury jest liniowy Tśred =
T1 + T2

2
, za± przyrost

∆l = α (Tśred − T0) l = α (
T1 + T2

2
) l

h dϕ = α (T2 − T0) dx− α (T1 − T0) dx

dϕ

dx
= α

(T2 − T1)

h
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Równanie dla ugj¦cia tej belki ma posta¢:

d2w

dx2
=

M

EJ
+ α

(T2 − T1)

h
(160)

Przykªad:
T2 − T1 = T0 x, d2w

dx2
=

α T0

h
x, w =

T0α

6h
x3 + C1x + C2, warunki brzegowe w = 0 dla x =

0 i dla x = l

2.5 Równanie Lamégo i równanie Beltramiego-Michella
Z prawa Hooke'a i zwi¡zków kinematycznych:

σij = λθδij + 2µεij θ = εkk = ui,i

εij =
1

2
(ui,j + uj,i)

Ró»niczkujemy wzgl¦dem xj:
σij,j = λθ,jδij + µui,jj + µuj,ji

Wstawiaj¡c ten zwi¡zek do równania równowagi:

σij,j + %bi = 0

otrzymamy
(λ + µ)θ,i + µ∆ui + %bi = 0 (161)

lub
(λ + µ)grad divu + µ∆u + %b = 0 (162)

Jest to równanie Lamégo.
Rózniczkujemy (161) wzgl¦dem xj:

µ(∆ui),j + (λ + µ)θ,ij + (%bi),j = 0

Zamieniamy i → j; j → i:
µ(∆uj),i + (λ + µ)θ,ji + (%bj),i = 0

i dodajemy te relacje:
2µ∆εij + 2(λ + µ)θij + [(%bi),j + (%bj),i] = 0

Niech Θ = σkk. Z prawa Hooke'a i powy»szego równania otrzymamy:

∆σij +
2(λ + µ)

3λ + 2µ
Θ,ij − λ

3λ + 2µ
δij ∆Θ + [(%bi),j + (%bj),i] = 0 (163)

Jest to równanie Beltramiego-Michella.
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2.6 Najprostsze zadanie
Okre±li¢ odksztaªcenie pr¦ta o dªugo±ci l stoj¡cego pionowo w polu siª ci¦»ko±ci.

Z równa« równowagi mamy ∂σzz/∂z + % g = 0. Na górnej podstawie z = l ponwinno by¢
σxz = σyz = σzz = 0. Na bocznej powierzchni pr¦ta wszystkie skªadowe napr¦»enia z wyj¡tkiem
σzz powinny znika¢. Rozwi¡zaniem równa« równowagi speªniaj¡cym te warunki jest:

σzz = −%g(l − z) (164)

wszystkie pozostaªe skªadowe s¡ równe zeru.
Z prawa Hooke'a okre±lamy odksztaªcenie:

εxx = εyy =
ν

E
%g(l − z)

εzz = −%g(l − z)

E

εxy = εyz = εzx = 0

(165)

Caªkuj¡c, otrzymujemy skªadowe wektora odksztaªcenia:

ux =
ν

E
%g(l − z) x

uy =
ν

E
%g(l − z) y

uz =
%g

2E
[z2 − 2lz + ν(x2 + y2)]

(166)

2.7 Pªaski stan
2.7.1 Pªaski stan napr¦»enia (PSN)

Wektor napr¦»enia na powierzchniach równolegªych do pewnej powierzchni nieruchomej w tym
przypadku równa si¦ zeru:

σ13 = σ23 = σ33 = 0; b3 = 0 (167)

Z prawa Hooke'a, z warunku σ33 = 0 mamy:

ε33 = − ν

E
(σ11 + σ22) (168)





ε11 =
1

E
(σ11 − ν σ22)

ε22 =
1

E
(σ22 − ν σ11)

ε12 =
1 + ν

E
σ12

(169)
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Rysunek 16: Pªaski stan napr¦»enia

2.7.2 Pªaski stan odksztaªcenia (PSO)

Wektor przemieszczenia dowolnego punktu jest równolegªy do pewnej pªaszczyzny, zwanej pªasz-
czyzna odksztaªcenia. Nie zale»y on od odlegªo±ci do tej pªaszczyzny (np. Ox1x2):

u1 = u1(x1, x2); u2 = u2(x1, x2); u3 = 0 (170)

εij = 0.5(ui,j + uj,i) (171)

ε11 =
∂u1

∂x1

; ε22 =
∂u2

∂x2

; ε12 =
1

2
(
∂u1

∂x2

+
∂u2

∂x1

) (172)

czyli ε11, ε22, ε12 nie zale»¡ od x3, a pozostaªe ε23 = ε31, ε33 = 0
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Rysunek 17: Pªaski stan odksztaªcenia

Odksztaªcenia obj¦to±ciowe

θ1 =
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

(173)
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Prawo Hooke'a 



ε11 =
1 + ν

E
σ11 − ν

E
(σ11 + σ22 + σ33)

ε22 =
1 + ν

E
σ22 − ν

E
(σ11 + σ22 + σ33)

ε33 =
1 + ν

E
σ33 − ν

E
(σ11 + σ22 + σ33)

ε12 =
1 + ν

E
σ12

ε13 =
1 + ν

E
σ13

ε23 =
1 + ν

E
σ23

(174)

zatem z (174) wynika, »e:
σ33 = ν(σ11 + σ22); σ13 = σ23 = 0 (175)

Wstawiaj¡c (175) do (174)3, mamy:




ε11 =
1

E1

(σ11 − ν1 σ22)

ε22 =
1

E1

(σ22 − ν1 σ11)

ε12 =
1 + ν1

E1

σ12

(176)

gdzie
E1 =

E

1− ν2
, ν1 =

ν

1− ν
(177)

Porównuj¡c (169) i (176), mo»emy stwierdzi¢ »e pod wzgl¦dem matematycznym, nie ma ró»nicy
mi¦dzy PSN i PSO.

Równania równowagi maj¡ posta¢:




∂σ11

∂x1

+
∂σ12

∂x2

+ %b1 = 0

∂σ21

∂x1

+
∂σ22

∂x2

+ %b2 = 0

%b3 = 0

(178)

czyli, siªa masowa jest równolegªa do pªaszczyzny odksztaªcenia oraz nie zale»y od x3.
Równania niepodzielno±ci w tym przypadku maj¡ posta¢:

∂2ε11

∂x2
2

+
∂2ε22

∂x2
1

= 2
∂2ε12

∂x1∂x2

(179)

Korzystaj¡c z prawa Hooke'a i równa« równowagi przy pomini¦ciu siª masowych, mo»emy pokaza¢,
»e z (179) mamy:

∆(σ11 + σ22) = 0 (180)
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gdzie ∆ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

.

2.7.3 Funkcja napr¦»enia Airy'ego
Ukªad trzech równa« 




∂σ11

∂x1

+
∂σ12

∂x2

= 0

∂σ21

∂x1

+
∂σ22

∂x2

= 0

∆(σ11 + σ22) = 0

(181)

jest zamkni¦ty dla napr¦»enia. Mo»emy rozwi¡za¢ metod¡ funkcji napr¦»enia. Niech Φ b¦dzie
taka funkcja, »e:

σ11 =
∂2Φ

∂x2
2

σ22 =
∂2Φ

∂x2
1

σ12 = − ∂2Φ

∂x1∂x2

(182)

Wtedy Φ speªnia równanie biharmoniczne:

∆∆Φ ≡ ∂4Φ

∂x4
1

+ 2
∂4Φ

∂x2
1∂x2

2

+
∂4Φ

∂x4
2

= 0 (183)

i nazywana jest funkcj¡ napr¦»enia Airy'ego.

2.7.4 Podsumowanie

PSN PSO

Napr¦»enia σ13 = σ23 = σ33 = 0
σ11, σ12, σ22 mog¡ by¢ ró»ne od zera

σ13 = σ23 = 0
σ11, σ12, σ22, σ33 mog¡ by¢ ró»ne od zera

Odksztaªcenia ε13 = ε23 = 0
ε11, ε12, ε22, ε33 mog¡ by¢ ró»ne od zera

ε13 = ε23 = ε33 = 0
ε11, ε12, ε22 mog¡ by¢ ró»ne od zera

2.7.5 Zadanie pªaskie we wspóªrz¦dnych biegunowych r, ϑ

W ukªadzie tym x = r cos ϑ; y = r sin ϑ. Równanie równowagi:
∂σrr

∂r
+

1

r

∂σrϑ

∂ϑ
+

σrr − σϑϑ

r
= 0

∂σrϑ

∂r
+

1

r

∂σϑϑ

∂ϑ
+

2σrϑ

r
= 0

(184)

Prawo Hooke'a dla PSN:
εrr =

1

E
(σrr − νσϑϑ)

εεε =
1

E
(σϑϑ − νσrr)

εr‘ϑ =
2(1 + ν)

E
σrϑ

(185)



35

x

y

r

σ

σσ

θ

θθ
rr

r

θ

Rysunek 18: Ukªad wspóªrz¦dnych biegunowych

Funkcja napr¦»enia Airy'ego Φ = Φ(r, ϑ) oraz:

σrr =
1

r

∂Φ

∂r
+

1

r2

∂2Φ

∂ϑ2

σϑϑ =
∂2Φ

∂r2

σrϑ = − ∂

∂r

(
1

r

∂Φ

∂ϑ

) (186)

Równania biharmoniczne dla ∆∆Φ = 0 ma posta¢:
(

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂

∂ϑ2
+

∂2

∂r2

)(
1

r

∂Φ

∂r
+

1

r2

∂Φ

∂ϑ2
+

∂2Φ

∂r2

)
= 0 (187)

3 Spr¦»ysto-plastyczno±¢
Na rysunku 19 pokazano zachowanie przykªadowego materiaªu podczas standardowej próby roz-
ci¡gania.
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Rysunek 19: Jednowymiarowa krzywa napr¦»enie-odksztaªcenie



36 3 SPR��YSTO-PLASTYCZNO��
σ

ε
1

E

σ

ε
1

E

σ

ε
1

E

1
E1

Rysunek 20: Modele materiaªów: a)spr¦»ysty; b) spr¦»ysto-idealnie plastyczny; c) spr¦»ysto-
plastyczny ze wzmocnieniem liniowym

3.1 Kryterium obci¡»enia lub odci¡»enia
1. Dla materiaªu spr¦»ysto-idealnie plastycznego (Rys 20) materiaª jest spr¦»ysty do momentu
kiedy napr¦»enia osi¡gaj¡ pewn¡ warto±¢.

f(σij) = F (σij)− k2 = 0, (k = const) (188)

2. Zachodz¡ odksztaªcenia plastyczne. Aby pªyni¦cie si¦ kontynuowaªo, napr¦»enia musz¡
speªnia¢ tzw. równanie powierzchni pªyni¦cia. Jest to warunek obci¡»ania:

df =
∂f

∂σij

dσij = 0 (189)

3. Rozwój pªyni¦cia plastycznego. Kiedy zdejmiemy napr¦»enia lub intensywno±¢ napr¦»e«
spada poni»ej granicy plastyczno±ci, zachodzi proces odci¡»enia. Warunek odci¡»enia przyjmuje
posta¢:

df =
∂f

∂σij

dσij < 0 (190)

Powy»sze wyniki mo»emy zilustrowa¢ w przestrzeni napr¦»enia. Postulowano istnienie po-
wierzchnia pªyni¦cia f(σij) = F (σij)− k2 = 0, która zale»y tylko od stanu napr¦»enia:

O

σ

.

σσ

(σ )

(σ )
d

f

f <0

=k

f

ij

ij

ij

ij

ij

obciazenie

odciazenie

sprezystosc

σ

.

.

.

Rysunek 21: Powierzchnia pªyni¦cia

Ka»dy punkt, który znajduje si¦ wewn¡trz tej powierzchni odpowiada stanowi spr¦»ystemu, a
punkt który le»y na powierzchni - stanowi plastycznemu.

W przypadku obci¡»enia, przysrost odksztaªcenia jest sum¡ cz¦±ci spr¦»ystej i plastycznej:

dεij = dεe
ij + dεp

ij (191)

Natomiast w przypadku odci¡»enia, przyrost odksztaªcenia równa si¦ tylko przyrostowi odksztaª-
cenia spr¦»ystemu.

dεij = dεe
ij (192)
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3.2 Przyrost odksztaªcenia spr¦»ystego
Przyrost ten speªnia prawo Hooke'a. W przypadku materiaªu izotropowego, mamy (zob.(151)):

dεe
ij = Dijkl dσkl =

1

E
[ (1 + ν) dσij − ν dσkk δij ] (193)

3.3 Przyrost odksztaªcenia plastycznego
Wprowadzamy pewn¡ funkcj¦ g(σij), któr¡ nazywamy potencjaªem plastycznym i która umo»liwia
zapisanie przyrostu odksztaªcenia plastycznego w postaci:

dεp
ij = dλ

∂g

∂σij

(194)

W szczególnym przypadku, kiedy potencjal plastyczny i powierzchnia pªyni¦cia si¦ pokrywaj¡
(g = f), mamy:

dεp
ij = dλ

∂f

∂σij

(195)

Relacj¦ (195) nazywamy stowarzyszonym prawem pªyni¦cia plastycznego. Wedªug tej relacji wek-
tor dεp

ij jest wektorem normalnym do powierzchni f(σij) = 0 w przestrzeni napr¦»enia.

3.4 Wzmocnienie plastyczne
Wiadomo±ci przedstawione wcze±niej dla materiaªu spr¦»ysto-idealnie plastycznego mo»na uogól-
ni¢ dla materiaªu ze wzmocnieniem.

Teoria plastyczno±ci jest budowana na podstawie trzech zaªo»e« dotycz¡cych powierzchni pla-
styczno±ci pocz¡tkowej, ewolucji powierzchni obci¡»enia i prawa pªyni¦cia.

Powierzchnia pªyni¦cia (188) jest tylko pocz¡tkow¡ powierzchni¡ plastyczno±ci. Zakªadamy
istnienia powierzchni obci¡»enia, która zale»y od stanu napr¦»enia, historii obci¡»enia, co mo»emy
zapisa¢ w postaci:

f = f(σij, ε
p
ij, k) (196)

W tym równaniu, εp
ij s¡ odksztaªceniami plastycznymi a k jest parametrem wzmocnienia. Stany

dla których f = 0 le»¡ na powierzchni plastyczno±ci, a kiedy f < 0 mamy stan spr¦»ysty.
1. Napr¦»enie e�ektywne: aby teoria plastyczno±ci materiaªów ze wzmocnieniem miaªa zastoso-

wania praktyczne, musimy dla przypadku jednowymiarowego znale¹¢ zwi¡zek mi¦dzy parametrem
wzmocnienia k z równania (196) z danymi do±wiadczeniami . W tym celu wprowadzamy poj¦cie
napr¦»enia efektywnego σe, które jest funkcj¡ napr¦»enia oraz poj¦cie odksztaªcenia e�ektywnego
εe. W przypadku jednowymiarowym, wykres funkcji σe = σe(εe) pokrywa si¦ z wykresem σ = σ(ε)

σe =
√

3 IIs (197)

2. Plastyczne odksztaªcenie e�ektywne,które zale»y od historii odksztaªcenia plastycznego. S¡
jego dwie de�nicje. Pierwsza de�nicja jest dana poprzez prac¦ odksztaªcenia plastycznego:

•
dW p = σe dεp (198)

• Druga de�nicja, to zaakumulowane odksztaªcenia plastycznego.

dεp =
√

2/3 dεp
ij εp

ij (199)
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Dla warunku Hubera-Misesa'a, (198) oraz (199) s¡ równe.
3. Prawa wzmocnienia, które okre±laj¡ kolejne powierzchnie obci¡»enia w przestrzeni napr¦-

»eniowej:
f(σij, ε

p
ij, k) = F (σij, ε

p
ij)− k2(εp) = 0 (200)

4. Ostanie zaªo»enie, to mo»liwo±¢ zde�niowania pewnego potencjaªu g(σij, ε
p
ij, k) takiego, aby:

dεp
ij = dλ

∂g

∂σij

(201)

3.5 Przyrostowy zwi¡zek napr¦»enie-odksztaªcenie
W czasie obci¡»enia plastycznego, pierwsze pªyni¦cie a nast¦pne stany napr¦»enia musz¡ speªnia¢
warunek f(σij, ε

p
ij, k) = 0, czyli:

f = 0 i f + df = 0 (202)
czyli pªyni¦cie plastyczne jest �skontrolowane� przez tzw. warunek zgodno±ci :

df =
∂f

∂σij

dσij +
∂f

∂εp
ij

dεp
ij +

∂f

∂k
dk = 0 (203)

gdzie parametr wzmocnienia k jest funkcj¡ zale»n¡ od plastycznego odksztaªcenia k = k(εp
ij).

Przyrost caªkowitego odksztaªcenia skªada si¦ z cz¦sci spr¦»ystej i plastycznej:

dε = dεe + dεp (204)

gdzie spr¦»yste zachowanie speªnia prawo Hooke'a:

dσij = Ce
ijkl dεe

kl (205)

Z (204),(205) oraz (194) otrzymamy:

dσij = Ce
ijkl (dεkl − dεe

kl) = Ce
ijkl

(
dεkl − dλ

∂g

∂σkl

)
(206)

Korzystaj¡c z powy»szej relacji, (203) przyjmuje posta¢:

∂f

∂σij

Ce
ijkl

(
dεkl − ∂g

∂σkl

)
+

∂f

∂εp
ij

dλ
∂g

∂σij

+
∂f

∂k

∂k

∂εp
ij

dλ
∂g

∂σij

= 0 (207)

Z tego równania otrzymamy:

dλ =
(∂f/∂σij) Ce

ijkl dεkl

h + (∂f/∂σmn) Ce
mnpq(∂g/∂σpq)

(208)

gdzie h jest funkcj¡ wzmocnienia:

h = − ∂f

∂εp
ij

∂g

∂σij

− ∂f

∂k

∂k

∂εp
ij

∂g

∂σij

(209)

Przyrost plastycznego odksztaªcenia jest funkcj¡ caªkowitego odksztaªcenia dε oraz gradientu po-
cz¡tkowej i nast¦pnych powierzchni pªyni¦cia plastycznego:

dεp
ij = dλ

∂g

∂σij

=
(∂f/∂σrs) Ce

rskl dεkl

h + (∂f/∂σmn) Ce
mnpq(∂g/∂σpq)

∂g

∂σij

(210)
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Zwi¡zek napr¦»enia-odksztaªcenia dla materiaªu spr¦»ysto-plastycznego ze wzmocnieniem ma po-
sta¢:

dσij = (Ce
ijkl + Cp

ijkl) dεkl (211)
gdzie:

Cp
ijkl = − Ce

ijtu (∂f/∂σrs) (∂g/∂σtu) Ce
rskl

h + (∂f/∂σmn) Ce
mnpq (∂g/∂σpq)

(212)

W ogólnym przypadku Cp
ijkl 6= Cp

klij poniewa» f 6= g. W przypadku stowarzyszonego prawa
pªyni¦cia f = g mamy:

Cp
ijkl = − Ce

ijtu (∂f/∂σrs) (∂f/∂σtu) Ce
rskl

h + (∂f/∂σmn) Ce
mnpq (∂f/∂σpq)

. (213)

i ten tensor jest symetryczny.


