1 Elementy Mechaniki Osrodkéw Ciaglych

1.1

Oznaczenia

Tensors: A,B,n,v..

(z,y,2) = (21,72, 73) = ()
Uktad prawoskretny
Wektory jednostkowe i, j,k = e;

[loczyn skalarny a - b = a;b; = a;b, (umowa sumacyjna)
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e Symbol Kroneckera d;; = e; - e;

e Symbol permutacyjny

1 1,7, k tworza parzysta permutacje liczb 1,23
€k = —1 14,7,k tworza nieparzysta permutacje liczb 1,2,3
0 co najmniej dwa indeksy sa réwne

e Iloczyn wektorowy ¢ = a x b, ¢; = €;;,a;b;

e Iloczyn mieszany (a x b) - ¢ = €;,a;b;c;. Interpretacja geometryczna: Objetosé¢ rownolegto-
scianu bazujacego na 3 wektorach.

e Oznaczenie rozniczkowania A,; = 0A/0x;

e Operatory: gradient : grad¢ = ¢,;, dywergencja: divA = A;,;, TotA = €, Ay j €;, Laplace’a:

e Wzor Ostrogradskiego-Gauss’a

/A-ndS _ /divAdV (1)

S Vv

e Pochodna dI/dt, I = [ M(x,t)dV

V(t)

dl M
i /—dV+/MV ndS:/ 8——l—gl"ad]\/[ V)—l—MleV] av
1%

%/M(x’t)dV:/(M—i—Mdivv) dv (2)

1.2 Wstep

1. Cialo zmienia sw6j ksztalt pod wplywem oddzialywan zewnetrznych. Sa to: obciazenia
powierzchniowe, silty masowe, ogrzanie, oziebienie.

2. Kiedy odksztalcenia ciala nie przekracza pewnych granic, to po powolnym usunieciu od-
dzialywan zewnetrznych, wraca ono do swego pierwotnego ksztaltu. Opisana wlasciwosé ciata
nazywamy sprezystosciq.

3. Usuniecie oddzialywan zewnetrznych po znacznych deformacjach ciata, nie prowadzi do
znikniecia odksztalcen. Pozostaje wowczas pewna koncowa i trwala deformacja ciata. To zjawisko
nazywamy plastycznoscig, a trwate odksztalcenia nazywamy plastycznymi.

Teoria sprezystosci i plastycznosci stara sie wyjasni¢ zmiane stanu mechanicznego i geome-
trycznego w trakcie jego obcigzania.

Okreslimy wielkosci charakteryzujace geometrie odksztalcen w trakcie deformacji ciata i wy-
znaczymy sily wewnetrzne, zwane naprezeniami, a nastepnie zwigzki miedzy tymi wielko$ciami.
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1.3 Stan odksztalcenia

1.3.1 Odksztalcenie ciala. Wektor przemieszczenia

W chwili t = t, ciato zajmowalo obszar By, a w chwili ¢, zajmie obszar B w wyniku odksztaltcenia.
Punkt Fy przemieszcza sie do punktu P.

u=x—-—X lub u, =2z —X; (3)

Z zaltozenia ciagtosci osrodka, funkcja:

Xl
Rysunek 1: Odksztatcenie ciata

x = x(X,t) lub w zapisie indeksowym z; = x;(X1, Xo, X3,1) (4)

jest funkcja ciggla i jedno-jednoznaczna. Punkty osrodka potozone blisko siebie przed odksztat-

Rysunek 2: Cigglos¢ osrodka wyklucza mozliwosci powstawania szczelin i otwordw

ceniem przechodza w pobliskie punkty po odksztatceniu. Wykluczamy mozliwosci powstawania w
czasie deformacji szczelin i otworow. Warunek taki ma postac:

ox ox;

|8X |8Xj | (%)
Odksztalcenia jednorodne ciala maja postac:

x=AX+c (6)

gdzie A, c sa stalymi tensorowymi, detA > 0. W przypadku odksztalcenn jednorodnych, dwie linie
proste w konfiguracji odniesienia pozostaja prostymi w konfiguracji aktualnej odksztatconej oraz
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konfiguracja
odniesienia

konfiguracja
aktualna

Rysunek 3: Kinematyka

stosunki dhugoéci tych linii sa stale. Wszystkie procesy odksztalceniowe sa jednorodne lokalnie,

czyli we wszystkich przypadkach, przyrostowy odcinek ciala podlega rozciagnieciu (albo skroceniu)
i obrotowi podczas odksztalcenia ciata.

dSl d82
o= T (7)
dS;  dS,
konfiguracja
odniesienia
konfiguracja
aktualna
Rysunek 4:

Gradient odksztalcenia F jest definiowany jako odwzorowanie odcinka dX w konfiguracji od-
niesienia, na dx w konfiguracji aktualne;j:

dx = x(X 4+ dX) — x(X) ~ IX dX =FdX (8)
czyli: 5
X
F=_2
X (9)
Przyktad 1:
rrT = Xl + Xg(et — 1)
Ty = Xl(e_t — 1) -+ XQ (10)
r3 = X3

—z1 + xo(e! — 1)
CRE (1)
(€ — 1) — 29 11
X2 = 1 —¢et —et
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uy = XQ(et — 1)
Uy = Xl(e_t —1 (12)
Us = 0

Uy = I — <1t_ €t1>_ et ( )
Ty — 1) — 2 13
t2 = 1—et—et
Uz = 0
Przyktad 2:
T = X1
To = Xg + AXg (14)

r3 = X3 + AXQ
gdzie A = const. Mamy detF =1 — A2 £ 0 kiedy A # 41. Zwiazki odwrotne:

X1 = I
To — AZE3
T (15)
T3 — A9
R g
uy = 0
Uy = AXg (16)
Uz = AX —2
uy = 0
r3 — AZEQ
S gy e (17)
T — Aﬂfg
vo= AT

1.3.2 Miara odksztalcenia

Badamy zmiane odlegtosci miedzy bliskimi punktami Fy, Qo przed odksztalceniem i P, () po od-
ksztatceniu:

|PyQol? = dS? = dX} + dX3 + dX: = dX;dX; = 6;,dX;dX}), = dX - dX (18)
|PQ|? = ds® = da? + da3 + dos = dvdr; = dx - dx (19)
Z rownania (4) wynika, ze:
de; = % dX; = FdX (20)
j
zatem:
2 2 6@ 81’1
ds® —dS* = E5e dX; 87ka — 0, dX;dX), =2 Ej, dX;dX, = dX (2E)dX (21)
j k
gdzie:
1 [ Oz; Ox; 1
Ej =< Lo =0y ) =< (FTF -1 22
T (an 90X J’“) 3 ( ) (22)

Tensor E nazywamy tensorem odksztalcenia Lagrange’a lub Green’a. Opisuje on odksztalcenia
ciala we wspotrzednych Lagrange’a.
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Korzystajac ze wzoru (3), mamy:

ox; — ox;, "

a roOwnania (22) mozemy zapisa¢ w postaci:

> _1 Ou, n oug, n ou; Ou;
*o\ox, T axX; ' 09X, 0X,

lub
1
E= 3 (gradu + grad” u + grad” u - gradu)

Podobnie, we wspoétrzednych eulerowskich, mamy tensor odksztalcenia:

o 1 (8uj Oup — Ou, 8ui)

=2 \ Ory, * dxr;  Ox; Oxy

Przyktad:
Zadany ruch jest w opisie Lagrange’a:

r = X1 +(IX2

To = X2
r3 = X3
Wtedy mamy opis Eulera
X1 = T1 — a9
X2 = I3
X3 = 3
Jakobian jest postaci:
1 a O
J=10 11
0 0 1
Tensor odksztalcenia Lagrange’a:
0 a/2 0
1 [ Ox; Ox;
E» = - ! ! —_— : = 2 2 2 O
A’ (an 0X, ]k) a/o ao/ 0

W podobny spos6b mozna obliczy¢ tensor odksztallcenia Eulera:

v 0 a/2 0
EJ*,C:% (5j _%ng) = | a/2 —a*/2 0
Ty OTk 0 0 0

Sktadowe wektora przesuniecia we wspotrzednych Lagrange’a i Eulera:

u = aXs U = axy
Uy = 0 Uy = 0
us = 0 us = 0

Mozemy obliczy¢ rowniez np. tensor odkszta|lcenia Lagrange’a wedtug wzoru:

. _1 ou, N uy, N ou; Ou;
mTo\ox, T 0X; | 0X; 0X,

(23)

(27)

(28)

(29)

(32)
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otrzymujemy identyczny wzor jak (31). W pzrypadku matych deformacji pomijamy czton a?/2,
nie ma roznicy miedzy Ej, and E7;:

0 a/2 0
en=1a/2 0 0 (34)
0 0 0

Wektor predkosci we wspolrzednych Lagrange’a:

du(X 1)
T (35)
Niech np. a = t?
v = 2tX2
v = 0 (36)
V3 = 0

a ten wektor predkosci we wspotrzednych Eulera:

v — ou(z,t) n ou

Niech np. a = t?
vy = 2txy + tPuy
Vo = 0 (38)
V3 = 0
Jest to uwiklany uktad, z tego wynika, ze:
v = 2t$2
Vy = 0 (39)
V3 = 0
bo w tym przypadku vy = 0. W ogolnym przypadku trzeba bedzie rozwiazaé¢ uktad (39).
Interpretacja geometryczna sktadowych tensora E:
Obliczamy wzgledne wydtuzenie odcinka PQ:
PQ| - |P ds —dS
| Q| | 0Q0| — S = )\PQ (40)
PoQol ds
Przy Apg > 0 mamy wydluzenie, a przy Apg < 0- skrocenie. Niech v; = dX;/dS, to
(ds —dS)(ds +dS)  (ds —dS)(ds —dS +2dS) o F. dX; dX; (41)
dS.dS - dS.dS ~ S as as
Apq(Apq +2) = 2 Eyvivy (42)

Niech przed odksztalceniem dS lezy na OXj, to v; = 01, (1n = 1,15 = v3 = 0). Z(41) mamy:

)\11()\11 —|— 2) - 2E11 = )\11 =\ 1 + 2E11 — 1 (4_3)
czyli wzgledne wydluzenie elementu liniowego dS = dX; jest zalezne od skladowej F7;. Niech:
PoQo || X1, Apg=Au; v'=(1,0,0), v =dy

PORO || X27 )‘PR = /\22; V2 = (07 170)a Vi2 = 62i
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X2

R R
ds, 42 o
| ds;
p dS, Q X1 P
Rysunek 5:
v — dXz UF = d[EZ
o dS’ Y ds

ik

Vi = ds X, S ds
ou,;
an auz Vg,
Vi ds ¢ (axk * ’“) T+

cos 12 =0
1+ 2E1)(1 4 2E%)

Sze$¢ sktadowych Ej; charakteryzuje odksztalcenia ciata. Jesli £j; = 0, to Apg = 0 oraz ¢* = 0
= to znaczy nie nastepuje odksztalcenie ciata.

(44)

VZ‘l) . I/E;) = COS Py = N

1.3.3 Miara predkosci odksztalcenia

Pole predkosci:
da d
X,t)=— = —x(X,t 4

Czesto musimy obliczaé pola predkosci wzgledem polozenia ciata po odksztatceniu:

vix 1) = Sxlx 0 0. (46)

Jako miare predkosci odksztalcenia, mozemy wzia¢ wzgledna predkos¢ dwoch punktéw material-
nych x i x + dx

ov
dv = — d 4
Vo (47)
To prowadzi do definicji gradientu predkosci:
L = gradv = FF ! (48)

Rozktadamy L na czes¢ symetryczna i antysymetryczna:
D = 0.5 (L + L") = tensor predkosci odksztalcenia (49)

w = 0.5(L — L") = tensor predkosci obrotu (50)



1.3 Stan odksztalcenia 9

1.3.4 Przypadek malych deformacji

F =1+ gradu (51)
1
€~ é(gradu + grad’u) (52)
D~1( dv + dT)*d (53)
~ 5gradv +grad'v) = — €

Czes¢ antysymetryczng gradu nazywamy tensorem obrotu:
1 T
w = E(gradu —grad’ u) (54)
Uwaga: 7 roéwnania (26)

1 (Ou; Ou, Ou; Ouy 1
E. — — J 1 1 - - ii s e — W
" (a$k+3$j +8xj axk) 63k+2<63+"‘}])(6k Wik)

czyli By, =~ € tylko kiedy €5, oraz wj, sa male. Rozpatrzmy przyklad skoiiczonego obrotu preta.

Y.y

(x.y)

] x.Y)

X, x

Mamy:
X = Rcos r = Rcos(¥+ )
Y = Rsin 9y y = Rsin (9 + 1Y)

Wektor przesuniecia w opisie Lagrange’a ma postac:
w(X,Y)=2—X = Rcos(¥ + Jy) — Rcost)g = X (cost — 1) — Ysind

v(X,)Y)=y—Y = Xsind+Y (cosv — 1)

Tensor matych odksztalcen w tym przypadku jest postaci:

€xp = cost¥—1
gy = cost—1
€y = 0

i nie moze opisa¢ dobrze sztywnego obrotu preta (nie ma tu odksztalcenia, a €., = €, # 0). Jezeli
obliczymy tensor duzych odksztalcen, to on jest rowny zeru, np.:

E,., = g—; +(1/2) [(5—;) + <§—;> ] = (cost — 1)+ (1/2) [(cosz?— 1)2+sin219] =0

Jest to wazne w przypadku belek, powlok, kiedy odksztalcenia sa mate, ale katy obrotu sa duze.
Interpretacja sktadowych tensora matych odksztalcen i tensora obrotu przedstawiona na ry-
sunku:



10 1 ELEMENTY MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH

e:ﬂ+ﬂ
X oy
u v
Ix y
—dv Jdu
Zexy_8x+9y
v / au
ox dy
_dv _3u
wa)’ ax__,‘-ay
3v au
ax dy

Rysunek 6: Interpretacja geometryczna sktadowych tensora € i w

1.3.5 Osie gléwne tensora malych odksztalcen

Tensor € jest tensorem symetrycznym drugiego rzedu. Kierunki glowne tego tensora znajdujemy
z rOwnania:

(€ij —€dij)nj =0 (55)
e~ I+ [Le+ 111, =0 (56)
gdzie:
I. = Ekk
[[a = 1/2(57Li€jj — gijgji) (57)
[IIE = det Eij = (1/6) €ijk €mnp €im €jn Ekp

Wzgledna zmiana objetosci elementu ciata:

AV — AV,

A% = Ekk = divu (58)

Przyklad: Znalez¢ kierunki i wartosci gtéwne tensora:

1.3.6  Warunki nierodzielnosci odksztalcen

Motywacja: Kiedy rozwigzujemy zagadnienie poczatkowo-brzegowe wzgledem naprezenia, to po-
tem musimy obliczy¢ odksztalcenia, by na koniec znalezé pole przemieszczenia. Nasuwa sie pyta-
nie: Czy wszystkie pole odksztalcenia moga by¢ rozwigzaniem pewnego zagadnienia poczatkowo-
brzegowego teorii liniowej sprezystosci?

Odpowiedz brzmi "nie”. Sa pewne wiezy pomiedzy sktadowymi tensora odksztalcenia (Szes¢
sktadowych €;; wyraza si¢ przez trzy skladowe wektora przemieszczenia u, zatem nie sa one nie-
zalezne).

€phi €mjk Ekihj = 0 (59)
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gdzie €;;, jest symbolem permutacyjnym lub

Eijkl T Eklij — Eiljk — Ejkal = 0 (60)
62611 62522 - 9 32512
81:% 8x% - axl 8$2
82522 82523 - 9 82523 (61)
or:  Oxl 02 Oxy
82533 82611 . 82631
(’h% 8m§ N al‘g 8w1
0 _8823 4 8831 i 8612 . 82811
81‘1 8[171 81'2 8.’133 N (9.%28.%3
0 6523 _ 8831 X 6612 . 82522
8902 8ZE1 81'2 81‘3 B 8x38x1
0 @623 4 (9831 _ 8512 . 82633
81’3 6.7)1 81’2 8x3 n 61:18952
1.4 Stan naprezenia
e Gestos¢ masy [kg/m?
_dm (62)
¢ av

Rysunek 7: Schemat obciazenia ciata

Ciagly rozktad materii w okreslonej objetosci mozemy scharaktyzowaé za pomoca jednej
wielkosSci skalarnej - gestosci masy.

Masa ciala M
M:/dm:/gdv (63)
1%

Kiedy o0 = const, ciato jest jednorodne, wowczas M = p V.

e Sity zewnetrzne: powierzchniowe i objeto$ciowe (masowe)

Sity zewnetrzne mozemy podzieli¢ na:
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Rysunek 8: Gestosc¢

- sity rozlozone na powierzchni (nacisk jednego ciata na drugie lub ci§nienie hydrostatyczne).
Sa to sily powierzchniowe

- sity roztozone wewnatrz obszaru ciata: sity grawitacyjne, sity magnetyczne... To sg sily
masowe.

Na element dm o objetosci dV dziata sita dP. Sila masowa jest definiowana jako:

dpP
b=— 4
- (64)
a sita objetosciowa:
dpP
b* = — 65
av (65)
Na podstawie (62) mamy:
b* =ob (66)

Przyktad: Cialo w polu przyciggania ziemskiego dP = dm g. Wektor g jest przys$pieszeniem
ziemskim g = 9,81m/s% Sita masowa b = g. Sila objeto$ciowa b* = pg.

Sity wewnetrzne. Wektor naprezenia

Rysunek 9: Wektor naprezenia

Podzielmy brylte na dwie czesci przy pomocy pewnej powierzchni (Rys.9). W punkcie M
wstawiamy wektor normalny n skierowany na zewnatrz. Wzajemne oddzialtywania obu cze-
Sci ciatla na powierzchni podzialu maja charakter sit powierzchniowych. Wypadkowe od-
dzialywania sit w otoczeniu powierzchniowym AS punktu M oznaczamy symbolem AP, za$
gesto$¢ powierzchniowa tych sit nazywamy wektorem naprezenia T w punkcie M:

AP

TM — lim =—
AS20 AS

(67)
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e Naprezenia normalne i styczne

W ogolnym przypadku wektor naprezenia T nie jest kolinearny z wektorem n, wiec mo-

zemy roztozy¢ go na sktadowe:
™ =6, +7, (68)

gdzie o, jest naprezeniem normalnym, a 7, jest naprezeniem stycznym. Wiemy, ze:
oy =T™ .0 =T"n, (69)

a naprezenie styczne:

Rysunek 10: Naprezenie normalne i styczne

e Twierdzenie Cauchy’ego

Obierajac dowolna powierzchnie przechodzaca przez punkt M o kierunku n otrzymamy za
kazdym razem inny wektor naprezenia, odpowiadajacy obranej powierzchni. Kiedy znamy
zbior wektorow T, méwimy, ze znamy stan naprezenia w punkcie M.

Mozna pokazaé, ze stan naprezenia jest okreslony przez trzy wektory T®) (i = 1,2,3),
odpowiadajace trzem wersorom e;
T — T . (71)

Inaczej mowiac, kiedy znane sa trzy wektory naprezenia na trzech wzajemnie prostopadtych

Rysunek 11: Tensor naprezenia

powierzchniach, znamy wektor naprezenia dla dowolnego kierunku n.
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Tensor naprezenia o:
T(n) =on 54 ﬂ(n) = 03in; (72)

Przyktlad: Tensor naprezenia w punkcie M ciala ma postaé

(M Pa) (73)

N O

0
3
0

- O N

Obliczy¢ wektor naprezenia, jego modul, kat miedzy T i n, naprezenie normalne i styczne
dla kierunku n = (2/3,-2/3, —1/3)

Rozwiazanie: Wartosci glowne: o; = 8,077 = 5, 0777 = 3 (M Pa), T™ = (4, -10/3,0)(M Pa),
0, = 44/9M Pa, modul = 5,2M Pa, cosf ~ 0.94; 0 ~ 20°

Naprezenia gtéwne. Kierunki gtéwne tensora naprezenia. Niezmienniki.

Kierunki n w punkcie M badanego ciala, dla ktorych wektory naprezenia sa wspotliniowe
z nimi, nazywamy kierunkami glownymi, a odpowiadajace im naprezenia - naprezeniami
gtownymi. Warunek wspotliniowosci tych wektorow ma postaé:

T = on (74)
Z (72) wynika, ze:
on—on=(c—ocl)n=>0 & (0ij —00ij)n; =0 (75)
Jest to uktad trzech rownan algebraicznych jednorodnych ze wzgledu na sktadowe wektora
n. Poniewaz n-n = n;n; = nj + n3 + n3 = 1, uklad ma niezerowe rozwigzanie. Takie
rozwigzanie istnieje wtedy, gdy wyznacznik charakterystyczny:
det(aij — 0'51']') =0 (76)

o' —I,0* +1l,0—1II,=0 (77)

gdzie wspotezynniki 1, 11,, 111, sa funkcjami skladowych tensora naprezenia:

I, = oy
011 O12 022 023 033 031
[]U = —(0'7;7; O'jj — Oij Uji) = (78)
2 021 022 O32 033 013 011
1
1711, = A €ijk€pqr Tip Ojq Oy = det (o)

I,,11,,11], nazywamy niezmiennikami tensora naprezenia.

Rownanie (77) ma trzy pierwiastki rzeczywiste. Kazdemu pierwiastkowi o, odpowiada jeden
kierunek n®) czyli kierunek gltowny. Wynika z tego, ze w kazdym punkcie istnieja trzy
kierunki gtéwne.

Na kierunkach gtownych:
IU = 01+ 02+ 03
]IU 0102 + 0903 + 0301 (79)
I[IU = 010203
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Przyklad: Tensor naprezenia

311
1 0 2| (MPa) (80)
120

Rownanie 02 —302 — 60 +8 = 03 +2° —30(04+2) = (0 +2)(0 —4) (6 —1) =0, 07y = 4,071 =
1,0'[]] = -2 (MP(Z)

nt) = (0, 1/\/57 _1/\/5)
n® = (1/\/3’ _1/\/37 _1/\/3)
n® = (_2/\/67 _1/\/6’ _1/\/6)

e Rozktad tensora naprezenia

Srednia warto$¢ sktadowych naprezen normalnych

1
p= 5(011+022+033) (81)

nazywana jest ci$nieniem hydrostatycznym. Tensor pd;; nazywany jest tensorem kulistym
lub czescig izotropowa tensora naprezenia

(82)

oo
oz O
N O O

Czes¢ tensora naprezenia pozostala po odjeciu czesci izotropowej nazywamy dewiatorem
naprQZenia Sij = 045 — pél-j:

S11 S12 S13 011 —pP 012 013
Sij = | S21 S22 S23 | = 021 O22 — P 023 (83)
S31 S32 533 031 032 033 — P

Mozemy wyznaczy¢ kierunki gtowne dewiatora. Spelniaja one rownania:
(sij —50;5)n; =0 (84)
a réwnanie charakterystyczne ma postac:
3 —II,s—III, =0 (85)

gdzie niezmienniki wyrazaja sie nastepujaco:

Is = sy
1
Iy = 3 sijsji (86)

1
I[]s = gsijsjkski:det(sij)

Kierunki glowne dewiatora pokrywaja sie z kienkunkami gtéwnymi tensora naprezenia. Na
kierunkach gtéwnych:
[s = S1+ 82+ 83 = 0
I[S = —(8182 + SoS83 + 8381) (87)
]IIS = 815283
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I, = 0
1
II,=-(2-311,) = G (01— 02)% + (02 — 03)* + (05 — 01)] (88)
1
I, = & (212 —91,1I,+271I1,)

Inne tensory naprezenia

W konfiguracji odniesienia mamy: gesto$¢ oo, sile objetosciows by, element powierzchni dA. W konfiguracji
aktualnej: gesto$c¢ p, site objetosciowg b, element powierzchni da. N jest wektorem jednostkowym normalnym do
dA, za$ n jest wektorem jednostkowym normalnym do da. Wiemy, ze:

konfiguracja

odniesienia
\ G- X
dA
konfiguracja
aktualna
Rysunek 12:
J = detF
by = Jb
&9
0 = Jo (89)
nda = JNF1dA
Mamy rézne definicje naprezen:
ap
no = dlu%—>0 da (90)
= tensor naprezenia Cauchy’ego o
dp
NS= lim —
S iAo dA (01)
= tensor naprezenia Pioli Kirchhoff’a 1-ego rodzaju S = JF lo
. F 4P
R @)

= tensor naprezenia Pioli Kirchhoff’a 2-ego rodzaju # = JF laF~ 7T
Interpretacje fizyczne réznych tensordw napreienia:
x- Sktadowe tensora naprezenia Cauchy’ego o to sity aktualne przypadajgce na jednostke pola odksztatconego ciata.

*- Sktadowe tensora naprezenia Pioli Kirchhoff’a 1-go rodzaju (nominalnych) S to sity aktualne na jednostke pola
nie odksztatconego ciata.

x- Nie ma prostych interpretacji dla tensora Pioli Kirchhoff’a 2-go rodzaju.
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Te tensory naprezenia s¢ odpowiednio uogolnionymi sitami dla uogdlnionych miar odksztatcenia D, F oraz E | to

ZNaczy: ) ) )
W=0-D=S-F=xn-E

W przypadku matych deformacji: F = 1 + gradu, detF ~ 1 4 divu

T

o (1 4 gradu) S (1 4 gradu) = (1 + gradu)

~ 1+ divu ~ 1+ diva

zatem:
oxS~T

1.5 Prawa zachowania

Wszystkie globalne prawa zachowania maja postac:

dI
%—/deJr/gdS
|4

S

gdzie: I = [ M(x,t)dV. Funkcje M, f sa okreslone na V, funkcja g jest okreslona na S.
v

e Zachowanie masy, rownanie ciggtosci:

(93)

(94)

W tym przypadku M = p. Calka [ odV jest masa calego ciala. We wzorze (95) f = g = 0.
v

Korzystajac ze wzoru (1.1) otrzymamy globalna zasade zachowania masy:

d
— dV =0
dt |, °
stad mamy lokalng zasade:
0+ odivv =0

e Zachowanie pedu, réwnanie ruchu:

(96)

(97)

Teraz M = ov jest pedem (v jest predkoscia punktu). Prawa strona (95) jest suma sit
objetosciowych i powierzchniowych, zas f = oF, g = T". Woéwczas globalna zasada

zachowania pedu:

d
o ovdV = / obdV + / TMds
\%4 S

/(d(jz:f) Jr(Qv)divv> dV:/gde+/(0'n)d5

14 \%4 S

ov+ov+(ov)div(v) =pb+dive

(0+ odivv)v+pv=pb+dive
0

czyli lokalna zasada jest postaci:
dive + ob=povVv

(98)

(99)
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Uwaga: Réwnania ruchu dla réznych miar naprezen (b* = ob: sita objetosciowa w konfiguracsi aktualnej ):

dv ov

di b* = —| =0—=— d

wo + th N 0 ot Z—i—gvgra =V
0

divS + b = gy S (100)
ot |«
0

div(r FT) + by = o0 =

ot |«

e Zachowanie momentu pedu (kretu) — Tensor naprezenia jest symetryczny, o = o’

Niech M = r X pv bedzie momentem pedu wzgledem punktu O, zas§ r = OM. f =
rx ob, g =r x T™ s3 momentami odpowiednich sit wzgledem punktu O. Globalna zasada
zachowania momentu pedu ma postac:

d
%/rxgvdV—/rxgde—i—/rxT(”)dS (101)
v v s

Pokazemy, ze z powyzszego rOwnania otrzymuje si¢ symetryczno$¢ tensora naprezenia:

d
a/rxgvdV:/rxgde—i—/rx(an)dS
v v s

(vxov)+rx(ov) 4+ (rxov)divv=rx b+ (0 —a’) +r x dive
rx (ov) +(rxov)divv=rx pb+ (6 — ") +r xdive

rx ov+rxov+ (rxov)divi=rxob+ (o6 —0c")+r xdive

rx ov+ (rxov)divy= (0 —o’)+r xdive +r x ob —r X gv

0 0
stad lokalna zasada zachowania momentu pedu daje:

o=0"

Inny dow6d w indeksach: gléwny moment wszystkich sit dziatajacych na ciele jest rowny
zeru:

/ajkili'ijdV + /ajkijkE”)dS =0
14 S
/5ijkijzdv+ /5ijk93j(01knl)d5 =0
v S

/Eijkij;;dv—i—/Eijk$j7l0lkdv—|—/€ijkl‘j0'lk,ldv =0
\% \% \%

/5z‘jk [z (o, + by) + 0j000] dV =0
v

€ijk0jk =0
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Ojk = Okj
Uwaga: Dla innych miar naprezenia
_ T
c = o
(FS) = (FS)T (102)
T = 7wl

e Zachowanie energii (pierwsze prawo termodynamiki)

Niech u bedzie energia wewnetrzna na jednostke masy. M = o(u+1/2v-v) jest sumag energii
wewnetrznej i kinetycznej ciata. f = pb - v jest moca sit objetosciowych, a ¢ = g1 + go.

Tu g1 = T™ . v jest moca sil powierzchniowych a g = —q - n jest predkoscia ciepta
doprowadzonego do ciata z otoczenia przez powierzchnie, gdzie q jest wektorem strumienia
ciepta, [q] = [J/m? s]. Globalna postaé¢ zasada zachowania energii ma postac:
prll u+§v-v AV = [ ob-vdV 4+ | T"™ -vdS— | q-ndS (103)
v v S S

dE  dC dW dQ

— + — — +

dt dt dt dt

dt

Rysunek 13: Pierwsze prawo termodynamiki

1 1
Qu+@u+gv-v+§gv-v+(gu+§V-V)diVV:Qb-v+diva'-v+0'-gradv—divq

po skroceniu otrzymamy lokalna posta¢ pierwszego prawa termodynamiki:
o =0 -D —divq (104)

gdzie D jest tensorem predkosci odksztaltcenia

1
D= 5 (gradv + grad” v) (105)

Predko$é zmiany energic wewnetrznej ciata rowna sie sumie mocy naprezenia oraz przeptywu
ciepta z otoczenia.
Uwaga: Moc sit zewnetrznych dla réznych miar naprezen
7 réwnania ruchu:
0ij,j + 0bi = 0

mnozymy obie strony przez v;:
0ijj Vi + 0bjvi = 0V; v;
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(05 vi),j — 0ij vij + 0biv; = 0V;v;

Catkujemy:
/ Oij 'Ujdv — / (Uij DZ])dV + / Qbﬂ}idv = / oV; v;dV
|4 14 Vv \%
WE/T”VCZS—F/Qb-VdVZ/O'DdV—F/QV-VdV
S 1% v v
zatem: J )
W:/(JL)dVJr—/ —ov-vdV (106)
. d 1
W = (SF)dV + — / —pogv-vdV (107)
VO dt VO 2
. d 1
W= [ (zE)dV + — / —oov-vdV (108)
VO dt VO 2

e Drugie prawo termodynamiki.

Pierwszwe prawo termodynamiki mowi, ze praca i cieplo sa rownowazne w sensie Joule (dana
ilog¢ pracy wytwarza taka sama ilosé ciepto). Jednak w rzeczywistych procesach termody-
namicznych zawsze wystepuje dysypacja. Catkowita energia zostaje zachowana ale pewna
jej czes¢ ulegnie rozproszeniu w postaci ciepta do otoczenia. Praca moze by¢ przeksztal-
cona w cieplo, ale ze wzgledu na dysypacji, odwrotny proces nie jest mozliwy. Reczywisty
proces termodynamiczny jest nieodwracalny mimo ze energia w nim jest zachowana (np. we-
wnetzne tarcia - energia kinetyczna zamieniona na ciepto, przewodzenie ciepta- rozpraszanie
energii do otoczenia...). Drugie prawo termodynamiki méwi, ze energia ma jakosé. Wprowa-
dzamy pewng wielko$¢ fizyczna, zwanng entropii, ktoéra wyraza réznice miedzy uzytecznymi
przemianami energii a energia rozpraszana, bezpowrotnie tracona.

Postuluje sie istnienie dwoch funkcji:

— Temperatura absolutna 7' (T > 0)

— Entropia S, lub entropia wtasciwa s

S = /QSdV (109)
v

Entropia zmienia sie przez oddziatywania ciala z otoczeniem oraz zmiany zachodzace we-
wnatrz ciala:

dS = dS"® 4 ds® (110)
gdzie:
dQ
g5 — ¢ 111
50 = & (111)
ds® >0 dS® = 0 dla procesu odwracalnego (112)
czyli:
dSW =ds —ds® >0 (113)
stad po wstawieniu:
as 1dQ
— —=—2>0 114
dt T dt — (114)

Jest to nierowno$é Clausiusa-Duhema.



1.5

Prawa zachowania 21

Przyktad: Niech system sktada sie z dwoch czesci, z temperaturami 77 i 75. W procesie
przewodnictwa, pewna ilos¢ ciepla przechodzi z czesci pierwszej do czesci drugiej. Entropia
pierwszej czeSci zmniejsza sie o dS; = —dQ/T), a entropia czesci drugiej zwieksza sie o
dS; = dQ/T;. Entropia calego systemu teraz wynosi

dS = dQ(1/T, — 1/T1) = 0

stad 17 > T5, czyli ciepto przechodzi z ciala o wyzszej temperatury do ciata o nizszej
temperaturze.

Z (114) mamy globalna druga zasade termodynamiki:

d q-n , q-n

_ R = _ >

o QSdV+/ T as /Qst—l—/ L s >0 (115)
% S % S

Korzystajac ze wzoru Ostrogradskiego-Gaussa:
/gs' dv + /div (%) dv >0 (116)
v v

otrzymamy lokalne drugie prawo termodynamiki w postaci:

1 1
0S$ + Tdivq kS gradT > 0 (117)
1 1
S+ —=¢i,i—=¢1:>0
08+ 5 i — 75 6T,

Z (104) mamy ¢; ; = o - D — p4. Wstawimy to do drugiego prawa termodynamiki otrzymamy:

o-D—o(u—T3) - =aT; >0 (118)

nieodwracalnosé¢ mechaniczna nicodwracalnogé termiczna

Oznaczmy przez D = 0,5 D;j — o (0 — T $) oraz ¢ = v —T's. D jest dysypacjq energii mechanicznej a @ jest

nazywana energiq swobodnq. Zwykle rozkladamy o;; D;; = 04; Df; + 035 DP

gdzie Efj = D¢

stad

oraz

;70 & energia swobodna jest funkcja:

=T, k) (119)

ij» zas K jest tzw. parametrem wzmocnienia wewnetrznego.

p=u—-Ts—sT
w—Té=¢p+sT
Oy op .. Op .

5 — e L Zftpy X
YT Gec e T an"

dyp dp
_7r o= —
oT 7 Qa&;j

S =

¢,

_ .. P
D = 0y Dij—|— aﬁl‘i

Przewodnictwo cieplne w ciatach izotropowych spetnia prawo przewodnictwa Fouriera:

q=—kgradT (120)
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gdzie k jest wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego ([k] = [J/(m K s)]). k > 0 bo ciepto zawsze
przeptywa z obszaru o wyzej temperaturze do obszaru o nizszej temperaturze.

Niech ¢, bedzie cieplem wlasciwym przy stalym odksztalceniu (o wymiarze [¢] = [J/(kg K)])
to rownanie kalorymetryczne przyjmuje postac:

—divq = p¢, T

Wszystkie rownania grupujemy w tablicy.

(121)

Mechanika oé$rodkéw cigglych

Nowe niewiadome

Ilo$¢ niewiadom.

Ilo$¢ réwnan

Zwiazki kinematyczne U; = U; Ui, U 6 3
Zwiazki kinematyczne gij = 1/2(w; j + uj;) €ij 6 6
Zwiazki kinematyczne D;; =1/2(v;, j +v;4) D;; 6 6
Roéwnanie ciggtosci o+ov; ;=0 0 1 1
Roéwnanie ruchu 03545 + le = QUZ Oij 6 3
I prawo termodynamiki ot =04 Dij — qi; u, q; 4 1
IT prawo termodynamiki | o5 + %q” — % ¢1T;>0 s, T 2 1
Prawo Fouriera g =—kT,; 3
Rownanie kaloryczne —qii =0C, T 1

31 miewiadomych, 25 rownan 31 25
Zwiazki fizyczne ‘ oij = fij(ew, T) ‘ 6

31 niewiadomych, 31 rownan 31 31

Do zamkniecia tego ukladu brakuje nam szeSciu réwnan.

naprezenia i stan odksztalcenia:

i zaleza one od konkretnego materiatu.

Oij

= fz'j (€kl)

Rownania (122) nazwiemy zwigzkami fizycznymi lub

Rownania te tacza ze soba stan

(122)

rownantami konstytutywnymi. Jest to odpowiedZ materialu na dziatajace obciazenia mechaniczne

1 termiczne.

2 Liniowa termosprezystos¢

2.1 Roéwnania konstytutywne dla cial liniowych sprezystych

Cel: znalezé¢ zwiazek miedzy o i E. Ogolnie zwiazek ten wyprowadzamy dla przypadku duzych

odksztalcen.

Zalozenie 1 (Dzialanie lokalne): Naprezenia w punkcie X zaleza tylko od deformacji w matym
otoczeniu punktu X. Musimy zatem tylko badaé¢ przypadek odksztatcania jednorodnego.

Zalozenie 2 (Rownanie stanu): Stan jest kompletnie okreslony kiedy znamy odksztalcenie E

i temperature 7.

Whiosek: istnieje funkcja wlasciwej energii wewnetrznej u(E, s) gdzie s jest wlasciwg entro-
pia. Funkcje u(E,s) i s(E,T) opisuja kompletnie material. Mozemy rowniez wprowadzi¢
energie swobodna ¢ = u — T's. Znajac u lub ¢, mamy zwiazek miedzy = i E.

e Izotermiczne proces: Rozpatrzmy proces E — E + dE, s — s+ ds
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_ou
~ OE

Przypomnijmy, ze pierwsze prawo termodynamiki:

a8+ 2

d
Y 0s

ds (123)

s=const E=const

oodu = dW + d@Q).

dW = m - dE jest praca wykonana nad cialem na jednostke objetosci, d@) iloscig ciepta
pobranego z otoczenia. Z drugiego prawa termodynamiki d@) = gyT'ds. Stad:

ou _ Ou

B T= (124)

W(Eu 3) = 0o

s=const E=const

[zentropowe proces (entropia jest stala, wtedy divq = 0. Proces izentropowy jest procesem
lokalnie adiabatycznym): jest to proces E — E+dE, T'— T + dT. Wowczas mamy:

dp dp
dp = — dE + — dT’ 125
v aE T=const " aT E=const ( )
Teraz dyp = du — T'ds — sdT', stad:
1 1
dp=—dW +Tds —Tds — sdl = — 7 - dE — sdT (126)
Qo Qo0
zatem: 9 5
¥ ¥
ET)=0 — =— = 127
Tr( 7 ) % aE T=const ’ 8t E=const ( )
Podsumowujac, mamy dwie alternatywne relacje dla naprezenia:
ou Op
E. s) =0y — ET) =0 — 128
Tr( ’S> % aE s=const Tr( 7 ) % aE T=const ( )

Linearyzacja relacji (128): Zakladamy, ze E jest male oraz w konfiguracji odniesienia jest
wolne od naprezen. Rozwiniecie powyzszego wzoru w szereg Taylor’a daje:

o o
m;(E,s) = =) Eu + iy ds
aaEkl s=const aas E=const (129)
7T.. 7'['..
JEBT) = S Ey TE T
Trj( ) 8Ekl T=const . aT E=const
WprowadZmy oznaczenia:
om; 0*u
ce, = ——= = 00 =————— adiabatyczne moduly sprezyste
T 8Ekl s=const ’ aEUQaEkl s=const ‘
) Oy 0 ) . .
ikl = oy = 0o 92 izotermiczne moduly sprezyste
aEkl T=const aEZ]aEkl T'=const
(130)
oraz:
b . 87% . 82u
S I
s=const s=const
87@]- (92@ (131)
a;; = — - T
’ 8T T'=const aTQ T'=const

otrzymamy woéwczas prawo Hooke’a.
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e Funkcje u oraz ¢ sa dodatnio okreslone.
e Symetria

- ijkl — Cjikl poniewai T = T4
o? o?
OE,;0Ey  0EL0E;

— Cijie = Cjiry poniewaz mamy (1) i (2).

- ijkl = Cklij poniewaz

Whiosek: Cj;; ma 21 niezaleznych sktadowych.

O11 C11111 C'1122 C'1133 C'1112 C'1123 01131 €11

022 01122 02222 C12233 C12212 C'2223 C'2231 €22

033 — C11133 C12233 C13333 C13312 C(3323 C(3331 €33 (132)
012 CV1112 CV2212 C(3312 01212 C(1223 C(1231 2512

023 C(1123 C12223 C13323 C11223 C(2323 02331 2823

031 C’1131 C(2231 C'3331 C'1231 C'2331 C'3131 2831

Jezeli material ma jedng ptaszczyzne symetrii, niech na przyktad Ox, x5 jest ta plaszczyzna.
Wykonujemy taka zmiane uktadu wspotrzednych:

! ’ /
wtedy w nowym uktadzie sktadowe wektora przemieszczenia wynosza:
/ /7 7

. / ’ . . .
Dla tensora odksztalcenia: €,y = —e21, €537 = —€31 a pozostate- bez zmiany. Przy takiej
zmianie ukladu, tensor naprezenia sie nie zmienia ze wzgledu na symetrie. Ze wzorow
naprezenia w nowym uktadzie mamy przyktadowo:

/ ! ! 1 !/ !/ !/
035 = Chizseq + Ca233€99 + Uszazegs + 205310615 + 205323695 + Cs33164;

/
055 = Chisse1n + Caaszcaa + Cssssess — 203312612 + 203323623 — 205331631

Z drugiej strony:
033 = Chrizzen + Caszcan + Cszzzcag + 205312612 + 205393623 + C331€31
Poniewaz aég = 033, musimy mie¢ C3310 = C3331 = 0. W ten sam sposob mozna pokazaé, ze:
Chrii2 = Ciiig = Ca12 = Cag1z = Cs312 = U313 = 0

Mamy wiec¢ teraz tylko 13 statych niezleznych.

o11 Ciin Chi22 Cizs 0 Cies 0 €11
02 Ca222 Cass 0 Caz 0 €92
033 Cszzz3 0 Csgoz3 0O €33

_ 133
012 Ci212 0 Ci231 2e12 ( )
093 (symetria) Co393 0 293

031 Cs131 2e31
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Dla materiatu ortotropowego, ktéry ma 3 ortogonalne osie symetrii, mamy tylko 9 stalych:

011 Cin Chiz Chiss 0 0 0 €11
022 Cr222 U233 0 0 0 €22
033 C3333 0 0 0 €33

_ 134

012 Cioi2 0 0 2e12 (134)
0923 (symetm’a) 02323 0 2823
031 Cs131 2e31

e Mate deformacje:

Tij R 0y By~ ey T="T,+ AT s =89+ As

Oij = fjklekl + b ; AT (135)

045 = C;j]gZEkl + CLZ']'AS (136)

Mozemy mierzy¢ Cj;y, lub Cfty, w warunkach izotermicznych lub adiabatycznych. Jednak
roznice sa matle i zwykle je pomijamy.

Mozemy wyprowadzi¢ zwiazki odwrotne. Sa one postaci:
€ij = Ci;;lakl + OéijAT (137)

eij = Crim0m + BijAs (138)

1.
Cijri- tensor modutéw sprezystych. C’Z-;,il— tensor podatnosci. a;;- wspotczynnik rozszerzal-

nosci termiczne;j.

e Energia odksztalcenia: Powyzsze réwnania maja waznag konsekwencje. Dla ciat liniowo-
sprezystych, istnieje funkcja ¢ taka, ze

0P
o1 = (139)
J 8»%
oraz mozemy pokazac, ze:
1 1
b = 5 Oij Sij = 5 Cijkl Sij Ekl (140)
e Dla cial izotropowych, tensor Cj;,; ma postaé
Cijkl = Aéijékl + ﬂ(éikéjl + 5il5jk) (141)
011 A —+ 2[,6 A A 0O 0 O €11
099 A )\ + 2M )\ 0 O O £99
033 . A A A + 2u 0 0 0 £33
012 N 0 0 0 % 0 0 2812 (142)
0923 0 0 0 0 1% 0 2823
031 0 0 0 0 0 12 2531
a prawo Hooke’a:
Oij = )\Ekk(si]‘ -+ 2u €ij (143)

e Relacja miedzy statymi sprezystymi.
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— Sciskanie hydrostatyczne: Jezeli 0ij = —0m0ij, to stosunek o,,/(—€x) = K, stad:
K=X+2/3pu

. K jest modulem sprezystosci objetosciowe;j.

— Proste $ciskanie: Jezeli 07 = —f,, a pozostale o;; = 0, to stosunek oy1/e;1 = E
nazywana modulem Young’a:
3A+2
g BBAt 2
T

Stosunek —e99/e17 = v nazywamy wspolczynnikiem Poisson’a:
22/€11 y y wWsp y

A
200+ )

— Czyste $cinanie: Jezeli tylko 015 = 091 # 0 a pozostale sktadowe sy rowne zeru, to
stosunek o15/2¢15 = G nazywamy modulem sprezystosci przy Scinaniu. Mamy wowczas:

G=u

e Organiczenia nalozone na stale sprezyste.

Przypominamy, ze ® = 0.50;5¢;; > 0 dla wszystkich ¢;; # 0. Korzystajac z prawa Hooke’a,
mozemy wyrazi¢ ® poprzez niezmiennniki tensora naprezenia:

Lo
¢ == (12 —2(1+v)I1,] (144)
wiec w uktadzie kierunkow gtownych mamy:

1
P — oF [(1+v)(o] + 05+ 03) — v(o1 + 02 + 03)°] (145)

lub:

1

d=_—
2F

(1 —+ V)[(O'l — 0'2)2 + (0'2 — O'g.)2 + (0'3 — 0'1)2)] + (1 — 2V)<O'1 + 09 + 0'3)2]} (146)
Ze wzoru (145)

or=—-1,00=03=0; &>0=FE>0

01:—(02+03):1; OP>0=14+v>0

or=09=03=1, &>0=1—-2v>0

oraz jesli: £ >0,1—2v >0, (1+v) >0, toz (146) mamy ® > 0.

e Zagadnienia brzegowe i poczatkowe: Ciato zajmuje obszar V' z brzegiem S = S, +.5,. Dane
sa Ciji, gestost o i sity objetosciowe b. Znalezé pole przemieszczenia u, odksztalcenia € i
naprezenia o, ktore spelniaja rownanie ruchu w obszarze V', warunki poczatkowe u(X, tg) =
u®(X);u(X,t) = v(O(X) dla V oraz warunki brzegowe: u(X,t) = u*(X,t) na S, oraz
on =Y nas,.



2.2 Prawo Hooke’a 27

ggwﬁémig'a przemieszczenie U i
F.ooZ predkosc V.,

rownowaga warunki zgodnosci
(ruch) odksztalcen

naprezenie odksztalcenie
<>
o . . € ij
i zwiazki
konstytutywne

Rysunek 14:

2.2 Prawo Hooke’a

Rozktadamy tensor odksztalcenia na 2 czesci:

e =€) +el)) (147)
gdzie:
- 52(;) - odksztalcenie spowodowane przez pole naprezen.
- sg) - odksztalcenie spowodowane przez pole temperatury.

Dla materiatu izotropowego, prawo Hooke’a ma postac:

(@) ! A )
K 241 J 3N+ 2u J Ukk

(148)
ng) = OZ(T — TO )57,]
gdzie:
\ Ev
(1 +v)(1-2v)
(149)
B E
= o)

sa wspoOtczynnikami Lamégo, E- modut Young’a, v - wspo6tczynnik Poissona, a o jest wspotczyn-
nikiem liniowej rozszerzalnosci termiczne;j.
Podsumowujac, mamy 6 roéwnan:

1 A

5 = g (o Gy o) e =T,

(150)
oij = ANOijepr +2pe; — BN+ 2un) ady (T —Tp)
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Pomijajac wplyw temperatury, otrzymujemy prawo Hooke’a w postaci:

1

gij = z [(14+v)oi; — Vo 0ij |
FE n v 5

Oii — —— |&ii — & 7
i T+v | 71— ™%

d
Dla osrodka sprezystego, z (111) mamy ds = ds'®) = TQ’ zatem:

7, drugiej strony:

0s 82(,0 1 80ij

aEi]’ N _851-]- oT - _E oT

—qi,i = kAT korzystajac z prawa Fouriera ¢; = —kT;

L= —(3)\ + 2p) ad;; patrz. (150)
wiec rownanie (153) napiszemy w postaci:
kAT = o0c, T + (BN +2u) a T gy,

Rownanie to sprzega ze soba pole temperatury i pole przemieszczen.
Ostatecznie, otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan:

(151)

(152)

(153)

(154)

Liniowa termosprezystos$é [lo§¢ réwnan
Zwiazki kinematyczne gij = 1/2(w; j +uj ;) 6
Roéwnanie cigglosci o+o0t; ;=0 1
Roéwnanie ruchu 0ij, +obi = o 3
Sprzezenie termo-mechaniczne EAT =pc, T+ (3N +2u) aT e 1
Prawo Hooke’a Oij = N0 €k + 2pei; — (3N +2p) adyy (T — o) 6

Jest to uktad 17 rownan z 17 niewiadomymi: o(1);u;(3);,;(6); 0:;(6), T'(1). Rozwiazania tego

uktadu musza spetnia¢ warunki poczatkowe i brzegowe.

2.3 Energia odksztalcania sprezystego

1 1 1 1
W = 5 7ii € = 5 (Sij + 3 Tk 5ij) (eij + 3 Emm 51’3’)
1
W = 5 SiiCij + g TkkEmm

(155)

(156)
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Energia sprezysta odksztalcania postaciowego:
1 1 Si 11 1+v
WO = g e = =8 L = —2 = I1, 157
o U T QM 9G T oG T T E (157)
Energia sprezysta odksztatcania objetosciowego:
1 1 1.1 12 1—2v
W(2):— mm:_IU[€:_[U_U: g = [2 ].58
6 7HkEmm = G 673K 18K GE ° (158)
2.4 O wplywie temperatury
1. W przypadku jednowymiarowym, odksztalcenie termiczne wynosi:
el =a AT (159)
Material | a(x 107°/K)
Aluminium | 19,1 + 22,2
Braz 18 =21
Szkto 5+11
Beton 7T+14
Stal 10 + 18

Z prawa Hooke’a, 0 = Fe = Ea AT. Na przyktad dla stali, przy £ = 280M Pa, AT = 100K,
naprezenie wynosi:

280 x 10 x 107 x 100 = 280k Pa

czyli jest powOwnywalne z obcigzeniem mechanicznym spotykanym w praktyce. Zmiana dlugosci
preta wynosi wtedy Al = a AT .

o, a(T, - To) dx
LB S— L
7777%/(1&\ 7777\,h/2
sed L\ I h/2

_|
[
=

L R

|
| T,>T,

Rysunek 15: Wplyw temperatury na konstrukcje

T+ T
2. Zakladamy, ze dla belki rozktad temperatury jest liniowy Tg.eq = L 2, za$ przyrost
T + T
Al = o (Typeq — To) L = 1; 21

hdp = a(Ty —Ty) dr — a (11 — Ty) dx

dp _ (I —T)
dx h
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Rownanie dla ugjecia tej belki ma postac:

Pw M (T, —T)

= — 160
Z EJ T (160)
Przyktad:
d? T T
T, — T, = Ty, 4w ux, w = Laxg + Ciz + Cy, warunki brzegowe w = 0 dla x =
) dz? h 6h
Oidlax=1
2.5 Roéwnanie Lamégo i r6wnanie Beltramiego-Michella
Z prawa Hooke’a i zwigzkéw kinematycznych:
Uij = /\9(5@] + 2/15@' 0= Ekk = U g
1
eij = 5 (uig + uj)
Roézniczkujemy wzgledem x;:
Oijj = A j0ij + i g5 + pitj i
Wstawiajac ten zwiazek do rownania réwnowagi:
Uij,j + Qbi =0
otrzymamy
lub
(A + p)grad divu + pAu + gb =0 (162)
Jest to rownanie Lamégo.
Rozniczkujemy (161) wzgledem x;:
p(Aui) j+ (A + )b + (bi),; =0
Zamieniamy i — j;7] — @
(Auj)i + (A + )b i + (0bs) i =0
i dodajemy te relacje:
2pAei; 4 2(A + p)bi; + [(0bi) ; + (2bj) ] = 0
Niech © = oy. Z prawa Hooke’a i powyzszego réwnania otrzymamy:
2(A + A

3N+2u Y 3N+ 2u

Jest to rownanie Beltramiego-Michella.



2.6 Najprostsze zadanie 31

2.6 Najprostsze zadanie

Okredli¢ odksztalcenie preta o dtugosci [ stojacego pionowo w polu sit ciezkosci.

Z rownan roéwnowagi mamy Jo,,/0z + og = 0. Na gornej podstawie z = | ponwinno by¢
Oy, = 0y, = 0., = 0. Na bocznej powierzchni preta wszystkie sktadowe naprezenia z wyjatkiem
0., powinny znika¢. Rozwigzaniem réwnan roéwnowagi spelniajacym te warunki jest:

0. = —0g(l — 2) (164)

wszystkie pozostate sktadowe sa rowne zeru.
Z prawa Hooke’a okreslamy odksztatcenie:

Exx

1%
Eyy = — Qg(l - Z)

E

Y [ ) (165)
E

Epy = Eyz = € =10

Catkujac, otrzymujemy sktadowe wektora odksztalcenia:

v
w = Logi-2)y (166)
_ 99, 2 2 2
u, = QE[ 2z + v(x® + y°)]

2.7 Ptlaski stan
2.7.1 Ptlaski stan naprezenia (PSN)

Wektor naprezenia na powierzchniach réwnolegtych do pewnej powierzchni nieruchomej w tym
przypadku réwna sie zeru:

013 — 093 — 033 — 0, bg =0 (167)

Z prawa Hooke’a, z warunku o33 = 0 mamy:

v
€33 = “z (011 + 022) (168)
( 1
€11 = E (011 - VU22)
1
€22 = E (022 - VUH) (169)
1+v
\ €12 = E 012
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Rysunek 16: Ptlaski stan naprezenia

2.7.2 Ptlaski stan odksztalcenia (PSO)

Wektor przemieszczenia dowolnego punktu jest réwnoleglty do pewnej ptaszczyzny, zwanej plasz-
czyzna odksztalcenia. Nie zalezy on od odleglosci do tej plaszczyzny (np. Oxzqz5):

Uy = Ul(l'l, 513'2), U = u2(x1,x2); Uz = 0 (170)
€ij = O5('LL17] + U]"i) (171)
Ouy Ouy 1 Ou;  Ous
=L =2 — (=4 = 172
1 8ZE1 c22 8x2 c12 2 (8ZE2 8x1 ( )
czyli €11, €92, €12 nie zalezg od x3, a pozostale €93 = 31,633 =0
y Yo oy y
S TR 2Ex¥r'
X X X
z
Rysunek 17: Ptaski stan odksztalcenia
Odksztalcenia objetosciowe
0 0
g, = 21 4 T2 (173)

" Oz1 ' Oy
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Prawo Hooke’a

( 1+v v
€11 = i 011—5(011-#022-1—033)
1+v v
€99 = I 022—5(0114-0224-033)
14+v v
€33 = I 033 — E(Ull+022+033)
(174)
1+ v
€12 = E 012
1+ v
€13 = E 013
B 1+v
\ €23 = E 0923
zatem z (174) wynika, ze:
o33 = V(011 + 092); 013 = 023 =0 (175)
Wstawiajac (175) do (174)3, mamy:
( 1
€11 = E (011 — 022)
1
€29 = E (022 — 011) (176)
1
1 —|— 141
15 = o
\ 12 i 12
gdzie
FE v
E1:m7 Vl:l—y (177)

Porownujac (169) i (176), mozemy stwierdzi¢ ze pod wzgledem matematycznym, nie ma réznicy
miedzy PSN i PSO.

Rownania réwnowagi maja postac:

( (90'11 80'12

by = 0
(93:1 aZL’Q * o
80'21 80‘22 (178)
b = 0
81‘1 * 6@ + €2
\ QbS =0

czyli, sita masowa jest rownolegla do ptaszczyzny odksztatcenia oraz nie zalezy od xs.
Rownania niepodzielnosci w tym przypadku maja postac:

0% 0?%e 0%¢
uy O, O (179)
x5 Oxy 0x10x
Korzystajac z prawa Hooke’a i rownan rownowagi przy pominieciu sit masowych, mozemy pokazac,
ze z (179) mamy:

A(UH + 0'22) =0 (180)
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0? 0?

gdzie A =

2.7.3 Funkcja naprezenia Airy’ego

Uktlad trzech réwnan

((Joyy | Doz 0
0, Ory
{ 80'21 80’22 (181)
= 0
8:1:1 + 81'2
\ A(Ull + 022) = O

jest zamkniety dla naprezenia. Mozemy rozwigza¢ metodq funkcji naprezenia. Niech ® bedzie
taka funkcja, ze:

0*®
011 = [ 3
013
0*®
Oy = ——> 182
22 ax% ( )
0*®
o1 = —
12 (9.3(7181’2
Wtedy ® spetnia rownanie biharmoniczne:
0*d oo 0*®
AAD = + 2 + =0 183
9t T2 502002 T aad (183)
i nazywana jest funkcja naprezenia Airy’ego.
2.7.4 Podsumowanie
PSN PSO
N o 013 = 023 = 033 =0 o13 =023 =0
aprezenia S L
011,012,092 moga by¢ rozne od zera 011,012, 092,033 moga by¢ rozne od zera
Odksztalcenia 13 = c2 :,O . 13 = 23 6,33 - 0
€11,€12, 22,33  moga by¢ rozne od zera €11,€12,E22 Mmoga by¢ rézne od zera

2.7.5 Zadanie plaskie we wspdirzednych biegunowych 7, ¢

W ukladzie tym x = r cos¢); y = rsind. Réwnanie rownowagi:

aarr 1 80'7“19 Orr — 099

or 80,59 6’ﬁl 0oy TQamg (184)
or r o r 0
Prawo Hooke’a dla PSN:
Erp = l(<77~7~—wm)
Eee = g (099 — VO) (185)
2(1+v)
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y
096
\/ o
’\ /\O-re

) 6

Rysunek 18: Uklad wspoétrzednych biegunowych

Funkcja naprezenia Airy’ego ® = ®(r,9) oraz:

1o 1o
Trr = r. Or 1?2 o2
B ORL
0=
0 (109
oo = or \r oV

Rownania biharmoniczne dla AA® = 0 ma postac:
10 N 1 0 N 0? 109 N
ror 12092  Or? r Or

3 Sprezysto-plastycznosé

1 0P
r2 02

2
57 ) =0

(186)

(187)

ar?

Na rysunku 19 pokazano zachowanie przykladowego materialu podczas standardowej proby roz-

ciggania.

o
sprzez stos% .
P 4 o o idealna
™ wzmocnienie —plastycznosc
C D
B Se—
: osfabienie
Ve Er
f zniszczenie
E f y §
T 1
(] H K :
e

Rysunek 19: Jednowymiarowa krzywa naprezenie-odksztatcenie
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Rysunek 20: Modele materialow: a)sprezysty; b) sprezysto-idealnie plastyczny; c) sprezysto-
plastyczny ze wzmocnieniem liniowym

3.1 Kryterium obcigzenia lub odcigzenia

1. Dla materiatu sprezysto-idealnie plastycznego (Rys 20) material jest sprezysty do momentu
kiedy naprezenia osiagaja pewna wartosc.

f(oij) = F(oij) — k* =0, (k= const) (188)

2. Zachodza odksztalcenia plastyczne. Aby plyniecie sie kontynuowalo, naprezenia musza
spetnia¢ tzw. réwnanie powierzchni ptyniecia. Jest to warunek obcigzania:
of
df = ——do;; =0 189
f ao_ij v ( )
3. Rozwo0j ptyniecia plastycznego. Kiedy zdejmiemy naprezenia lub intensywnos$¢ naprezen
spada ponizej granicy plastycznosci, zachodzi proces odciazenia. Warunek odciazenia przyjmuje
postac:
of
df = ——do;; <0 190
f 801‘]‘ v ( )
Powyzsze wyniki mozemy zilustrowaé¢ w przestrzeni naprezenia. Postulowano istnienie po-
wierzchnia plyniecia f(0i;) = F(0i;) — k* = 0, ktora zalezy tylko od stanu naprezenia:

of
do; ,/ a0,

_>

Rysunek 21: Powierzchnia ptyniecia

Kazdy punkt, ktory znajduje siec wewnatrz tej powierzchni odpowiada stanowi sprezystemu, a
punkt ktory lezy na powierzchni - stanowi plastycznemu.
W przypadku obciazenia, przysrost odksztatcenia jest suma czesci sprezystej i plastyczne;j:

da’fij = da’ffj + dffj (191)

Natomiast w przypadku odciazenia, przyrost odksztalcenia rowna sie tylko przyrostowi odksztal-
cenia sprezystemu.

dgij =de (192)

e
ij
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3.2 Przyrost odksztalcenia sprezystego

Przyrost ten spelia prawo Hooke’a. W przypadku materiatu izotropowego, mamy (zob.(151)):

1
deij = Dijrdon = [(1+v)doy; — vdog, 0] (193)

3.3 Przyrost odksztalcenia plastycznego

Wprowadzamy pewna funkcje g(o;;), ktora nazywamy potencjatem plastycznym i ktora umozliwia
zapisanie przyrostu odksztalcenia plastycznego w postaci:

dg

(9017

de?; = dA (194)

W szczegbdlnym przypadku, kiedy potencjal plastyczny i powierzchnia ptyniecia sie pokrywaja
(9 = f), mamy:
of

80’1‘]‘

de’i’j =d\ (195)
Relacje (195) nazywamy stowarzyszonym prawem plyniecia plastycznego. Wedltug tej relacji wek-
tor da% jest wektorem normalnym do powierzchni f(0;;) = 0 w przestrzeni naprezenia.

3.4 Wzmocnienie plastyczne

Wiadomosci przedstawione wcezesniej dla materiatu sprezysto-idealnie plastycznego mozna uogol-
ni¢ dla materiatu ze wzmocnieniem.

Teoria plastycznosci jest budowana na podstawie trzech zalozen dotyczacych powierzchni pla-
styczno$ci poczatkowej, ewolucji powierzchni obciazenia i prawa plyniecia.

Powierzchnia plyniecia (188) jest tylko poczatkowa powierzchnig plastycznosci. Zakladamy
istnienia powierzchni obciazenia, ktora zalezy od stanu naprezenia, historii obcigzenia, co mozemy
zapisa¢ w postaci:

f = f(O'Z‘j,ZEfj,k’) (196)
W tym réwnaniu, sfj sa odksztalceniami plastycznymi a k jest parametrem wzmocnienia. Stany
dla ktorych f = 0 leza na powierzchni plastycznosci, a kiedy f < 0 mamy stan sprezysty.

1. Naprezenie effektywne: aby teoria plastyczno$ci materialow ze wzmocnieniem miata zastoso-
wania praktyczne, musimy dla przypadku jednowymiarowego znalez¢ zwiazek miedzy parametrem
wzmocnienia k z rownania (196) z danymi doswiadczeniami . W tym celu wprowadzamy pojecie
naprezenia efektywnego o., ktore jest funkcja naprezenia oraz pojecie odksztalcenia effektywnego
.. W przypadku jednowymiarowym, wykres funkcji 0. = o.(€.) pokrywa sie z wykresem o = o(¢)

oo = /311, (197)

2. Plastyczne odksztalcenie effektywne ktore zalezy od historii odksztatcenia plastycznego. Sa
jego dwie definicje. Pierwsza definicja jest dana poprzez prace odksztalcenia plastycznego:

dW? = o, de, (198)

e Druga definicja, to zaakumulowane odksztalcenia plastycznego.

de, = 1/2/3 de; €} (199)
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Dla warunku Hubera-Misesa’a, (198) oraz (199) sa rowne.
3. Prawa wzmocnienia, ktore okreslaja kolejne powierzchnie obciazenia w przestrzeni napre-
zeniowej:

f(01J7 1]7 k) F(O-ZJJ z]) k2(€p) =0 (200)

4. Ostanie zalozenie, to mozliwo$¢ zdefiniowania pewnego potencjatu g(o;;, €? Eijs k) takiego, aby:
9y

del. = d\ 201

=g (201)

3.5 Przyrostowy zwiagzek naprezenie-odksztalcenie

W czasie obciazenia plastycznego, pierwsze plyniecie a nastepne stany naprezenia musza spetnia¢

warunek f(oy;, )5, k) = 0, czyli:
f=0 1 f+df=0 (202)
czyli ptyniecie plastyczne jest "skontrolowane” przez tzw. warunek zgodnosci:
of of af
df = —— do; de p dk =0 203
= 90 47 T 52 PEA T (203)

gdzie parametr wzmocnienia k jest funkcja zalezna od plastycznego odksztalcenia k = k(sfj)
Przyrost catkowitego odksztalcenia sklada sie z czesci sprezystej i plastycznej:

de = de® + de? (204)
gdzie sprezyste zachowanie spetnia prawo Hooke’a:
doij = Cijpy deyy (205)

Z (204),(205) oraz (194) otrzymamy:

e e e ag

Korzystajac z powyzszej relacji, (203) przyjmuje postac:

of Jg of dg  Of Ok dg
8o Cini (de’“ 80k1> RES dA 9o ok RES dx doyy 0 (207)
7 tego rOwnania otrzymamy:
of/00;;) Csppd
d)\ o ( f/ 0]) ijkl €kl (208)
(af/aamn> mnpq(ag/aUPQ)
gdzie h jest funkcjg wzmocnienia:
b of 0dg Of 0k Og (209)

88% aO'ij ok 85% 80’@'
Przyrost plastycznego odksztatcenia jest funkcja catkowitego odksztatcenia de oraz gradientu po-

czatkowej i nastepnych powierzchni ptyniecia plastycznego:

a o (af/aars) rskl dgkl ag
802] (8f/00’mn) mnpq(ag/agPQ) 80'”

de?; = d (210)
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Zwiazek naprezenia-odksztalcenia dla materiatu sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem ma po-
stac:
dO'ij = (Ciejkl -+ CZ[@Z) de’fkl (211)
gdzie:
or o Ciejtu (0f/00.s) (0g9/001u) Cr gy (212)
RLL h+(0f /00 mn) Clrppg (09/004q)

W ogo6lnym przypadku C?, C? = poniewaz f g. W przypadku stowarzyszonego prawa
g ijkl klij

plyniecia f = g mamy:
b Ciu(04/00,2) (0F /00) Cr
K h + (af/aamn) Oﬁ”mpq <8f/aUPQ) .

1 ten tensor jest symetryczny.

(213)



